CHAPITRE 3

METHODE D'UZAWA

3.1 Algorithme d’'Uzawa : contraintes d’égalités affines

Soit le probleme d’optimisation avec contraintes d’égalités affines suivant :

min f (z)
{AZL‘ . (3.1)

ot f : R” — R est une fonction de classe C', A est une matrice rectangulaire de taille m x n avec m < n et
rang(A) = m, b € R™.Dans ce cas, on note h (z) = Az — b.
La fonction de Lagrange est donnée par :

L(z,\) = f(x)+ATh(x). (3.2)

La condition de Lagrange est donnée par :

D M'Dh (z) = AT\ =
f@+XTDh() =0, _ [VF(@)+ 7 63
Az =b. Ax =0b.
On réécrit ces équations, pour p > 0, sous la forme :
Vf(z)+ATA =0, (3.4)
A=A+p(Ax —D). (3.5)

Cette derniere forme suggere alors 1’algorithme suivant :

Algorithme 1 (Algorithme d’Uzawa : contraintes d’égalités affines)

1: Initialisation : On prend un multiplicateur de départ A’ € R™. On fixe un pas p > 0.
2: Puisoniteresur k € N :

1. Calculer 2" tel que V f (2%) + ATAF = 0.
2. Calculer N+ = N\F + p (AzF —b).

Pour que l'algorithme soit bien défini il faudra montrer 1’existence d"un vecteur z¥ solution de 1.

Théoreme 3.1 (Cas de contraintes d’égalité affines). Soit f : R™ — R une fonction différentiable et a-convexe
sur I'ensemble non vide des contraintes C = {x € R™ : Ax = b}, ot A est une matrice rectangulaire de taille m x n
avec m < n et rang(A) = m. Alors,

1. Il existe un unique minimiseur x* de f sur C.

2. Pour tout 0 < p < 2a/ || A||?, pour tout \° de départ, I'algorithme d’Uzawa converge c’est a dire

lim 2F = 2*.
k——+o0
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3. De plus, si V f est continue, alors (\*) est convergente vers un unique X* solution de (3.5).

Démonstration. 1. est classique.

2. Commengons par vérifier I'existence de z*. On introduit la fonction de Lagrange £ : R® x R™ — R
du probleme (3.1) définie par :

L(x,\) = f(x)+ M (Az —b).
Supposons A\* connu. On considere ’application suivant :
veR" %E(v,)ﬁ) =f(v)+ <)\k,Av—b>.

C’est une fonction strictement convexe de v; en effet,

— f est strictement convexe (f est a-convexe).

— Le terme (\*, Av — b) est également une fonction affine de v et en particulier c’est une fonction
convexe de v.

— De plus, M\ étant fixé, la fonction v — £ (v, Ak) est coercive car [ est différentiable et a- convexe
donc coercive.

D’apres la condition nécessaire et suffisante d’optimalité du premier ordre d’un probléeme d’opti-

misation sans contraintes, la fonction £ (-, \¥) posséde un unique minimiseur z* € R" caractérisé

par :
VoL (:ck /\’“> —0.
C'est a dire
v <:Ck> + ATHF — 0,

Cela prouve I'existence et I'unicité de z*.
Travaillons ensuite sur la convergence des A* : nous avons

k+1

A —AH2 = |+ (Aak —0) — A p(az )|

= H)\k — A+ pA (ﬂ?k —x)HQ
B O R TR e

Nous avons || 4 (z* — z) H2 < ||A|? |* — xHQ D’autre part, en utilisant les relations sur les gradients
et a-convexe de f, on obtient :

<)\k—)\,A(xk—x>> = <AT ()\k—)\) ,xk—x>
= —<Vf (mk) —Vf(x),xk—x> < —aka—:ﬂuz.
Ainsi,

2

e L B

avecy :=p <2a —p HAH2> En particulier si 0 < p < 2a/ || A||, alors > 0.

Dr. NOUIRI Brahim Université Mohamed Boudiaf de M’sila



Algorithmes pour 1’optimisation avec contraintes : Cours et Exercices 16

La suite n — || A" — A||? est décroissante, minorée (par 0), donc convergente vers une limite notée /.
Ensuite on renverse 1'inégalité (3.6) pour écrire

2 2 2
] R e ———

n——4o00

Cela démontre la convergence de la suite (z*) vers z, mais pas nécessairement la convergence de la
suite (A¥).
3. Nous avons rang (4) = rang (AT) = m. Donc, d’apres le théoréme du rang, nous avons :
dim (ker (AT)) + rang (AT) = m, d’'ott dim (ker (AT)) = 0 = AT est injective.

Par conséquent, AAT est inversible. en effet, soit 2 € R™ tel que AATx =0, alorsona:

|AT2||” = (ATa, AT2) = (&, AAT2) = 0, (3.7)
donc ATz = 0 etz = 0 puisque A” est injective. En utilisant la relation ATA\* = —Vf (2¥), on
obtient :

AATN = _ AV | (:L‘k> ,
donc,on a:

N = = (44T) 1AV (oF).

Comme x* o par continuité de V f on obtient la convergence des \* vers un vecteur A € R™.
—+00

Enfin, par passage a la limite dans la relation suivante :
v/ (xk> 4+ AT = 0,
on trouve que A satisfait (3.4).
Pour l'unicité de )\, nous avons :
A=—(AAT) AV (2),

ce qui définit A de maniere unique puisque x est également défini de maniere unique.

O
3.2 Algorithme d’'Uzawa : contraintes d’inégalité
3.2.1 Contraintes d’inégalité affines
Soit le probleme d’optimisation avec contraintes d'inégalité affines défini par :
{minf (x) (3.8)
rel

ou C = {z € R": Az < b} avec A une matrice rectangulaire de taille m x n, m < n, rang(A) = m et
be R™.

Rappelons que si = est un point de minimum local de f sur C, et si f est différentiable en z, alors on
peut écrire les conditions de KKT sous la forme suivante :

Vi) + A =0, (3.9)
>0, Ax —b <0, (u, Az — b) = 0. (3.10)

Le lemme suivant permet de réécrire le deuxiéme jeu d’équations sur i de maniere plus compacte :
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Lemme 3.1. Soient QQ = R’ et p > 0. Pour tout p € Q, A € My, , et b € R™, nous avons :
(>0, Az —b <0, (u, Az —b) =0) & p=Po[u+p(Az —b)].

Démonstration. On procede par double implication.

1. Supposons que pr > 0, Az — b < 0 et (u, Az — b) = 0 et montrons que 1 = Pq [+ p (Az — b)].
Comme ;1 > 0, p € Q; il s’agit donc de montrer que pour tout A € 2, nous avons :

((n+p(Az = b)) — p, A — p) < 0.
Or,
(w+p(Az =) = p, A —p) = (p(Az — b) , A — )
=p(Az —b,\) — p(Ax —b,u) <0
puisque (Azx —b,u) =0, p >0, Az —b < 0et A > 0. D’aprés Théoreme 1.2, nous avons :
p="Pau+p(Azx —0b)].

2. Réciproquement, supposons que pu = Pq [1n + p (Az — b)), en utilisant Théoreme 1.2, on obtient
pw>0et

(p(Az —b) , A —p) <0, pour tout A > 0.

En prenant A = 0, on obtient (p (Az — b) , 1) > 0 et en prenant A = 2y, on obtient (p (Az —b),p) < 0.
Alors, nous avons (Azxz — b, u) = 0.
D’apres la formule de projection sur 2 = R’ on peut écrire pour chaque i € {1,2,...,m},

p; = max (u; + p (Az —b).,0).

70

En particulier, y; > p1; + p (Az — b), donc (Az — b), < 0. Cela montre que Az —b <0

U

Ainsi on peut réécrire les conditions d’optimalité sous la forme suivante, pour tout p > 0:
>0, Vf(x)+ATu =0, (3.11)
p="Palp+p(Azx —b)]. (3.12)

Nous avons l'algorithme suivant :

Algorithme 2 (Algorithme d’Uzawa : contraintes d’inégalité affines)

1: On prend un multiplicateur de départ ;° € R7. On fixe un pas p > 0.
2: Puisonitéeresurn > 0:

— Calculer z" te que V f (z") + AT = 0.

— calculer "t = P [u™ + p (Az™ — b)].

Pour la convergence d’Algorithme 2, nous avons le théoréme suivant :
Théoreme 3.2. (Cas de contraintes d'inégalité affines) Soit f : R™ — R une fonction différentiable et a-convexe
c’est a dire
2
Vr,y € RY, (V[ (2),V[f(x),x—y) > alz—yl,

et soit un ensemble de contraintes non vide C = {x € R™ : Az — b < 0}, ot A est une matrice rectangulaire de
taille m x n avec m < n. Nous avons :
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1. Il existe un unique minimiseur x de f sur C.

2. Pour tout p € 10,20/ ||A||* [, pour tout 1° point de départ, Algorithme 2 est bien défini et converge c’est a
dire

lim 2" = z.
n—-+4o0o

3. Si, de plus, A est surjective et V f est continue, alors la suite (u™) est convergente vers unique point
solution de (3.12).

Démonstration. La preuve est pratiquement identique a celle du Théoréme 3.1. la seule différence provient
de la projection sur €2. Nous avons :
n 2 n n
1™t = )™ = P ™ + p (Aa™ = b)] = Pa [+ p (Az — D)]||*

En utilisant (1.6), on obtient :

n 2 n n
" = ul]” < "+ p (A" = ) = (+ p (Az = b)|?
< it = p+ pA(a” — )|
<" =l 20 (0" = A" = @) + 07 A (2" = @)
Nous avons ||4 (z" — z)||> < ||A|* [|2™ — z||*. D’autre part, f est a-convexe, on obtient :
(" =y A (" — ) = (AT (4" = 1) 2" — z)
=—(Vf(@") = V[ (z),2" —x)
< —allz" - 2|
Ainsi,
I

= ) < e = el =yl (3.13)

avecy :=p <2a —p HAH2> En particulier, si 0 < p < 2/ || A||%, alors v > 0.
La suite (H T MH2> est décroissante et minorée par 0, donc convergente vers une limite notée ¢.

Ensuite on renverse 1'inégalité (3.13) pour écrire

2 n+l

2 2
7l — 2l < [l - > ———e=o.

n—-+o0o

—||u

Alors, la suite (z"™) converge vers z. O

3.2.2 Contraintes d'inégalité convexes

Soit le probleme d’optimisation avec contraintes d’inégalité convexes défini par :

{mlnf (z) (3.14)
z€eC
ouC={zxeR":¢;(z) <0,i=1,2,...,m} et chaque contrainte g; : R” — R™ est supposée convexe.

Rappelons que si = est un point de minimum local de f sur C, avec f et g; différentiables en z et si =
est un point régulier, alors on peut écrire les conditions de KKT sous la forme suivante :

V(@) + ) mVai (@) =0, (3.15)
=1
1n=>0, g(z) <0, (u,g(x)) =0. (3.16)

Le lemme suivant permet de réécrire le deuxiéme jeu d’équations sur i de maniere plus compacte :
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Lemme 3.2. Soient 2 = R et p > 0. Pour tout 1 € R™ et g (x) € R™, nous avons :

(120, g(x) <0, {u,9(z)) =0) & p=Palut+pg ()]
Démonstration. La preuve est identique a celle du Lemme 3.1, oit Az — b est remplacé par g (). O

Ainsi, on peut réécrire les conditions d’optimalité de KKT sous la forme suivante, pour tout p > 0,

V@) + Y pigi (x) =0, (3.17)
=1
p="Plu+pg (). (3.18)

Alors, nous avons l’algorithme suivant :

Algorithme 3 (Algorithme d’Uzawa : contraintes d’inégalité convexes)

1: On prend un multiplicateur de départ p° € R"". On fixe un pas p > 0.
2: Puisonitéeresurn > 0:

i) Calculer z" tel que V f (2") + >_1" pl'g; (z™) = 0.

ii) Calculer pu"+! = Pq [u" + pg (z™))].

Pour que 'algorithme soit bien défini il faudra montrer 'existence d"un vecteur =" solution de i).

Théoreme 3.3. (Cas de contraintes d'inégalité convexes) Soit f : R™ — R une fonction différentiable et a-convexe
c’est a dire

Va,y € R", (Vf(z) = Vf(2),x—y) > alz—y|?,

et soit un ensemble de contraintes non vide C = {z € R" : g; (x) <0, i = 1,2,...,m}avec g; est différentiable et
convexe. On suppose que g est lipschitzienne c’est a dire

IM >0, Vo,y € R, g (2) —g (W)l < M [l —y]|.

Soit xz € C est un point régulier, alors nous avons :
1. Il existe un unique minimiseur x de f sur C.

2. Pour tout p € ]0,2a/M? [, pour tout i > 0 point de départ, Algorithme 3 est bien défini et converge c’est a

dire
lim 2" =z.
n—+oo
3. Si, de plus, la matrice A = [Vgy (z),...,Vgm (x)]" est surjective, et si f et g sont de classe C*, alors la

suite (u™) est convergente.

Démonstration. 1. est classique.

2. Commengons par vérifier I’existence de z". On note que £ (z, u™) = f (x) + >, pl'gi (z) est une
fonction strictement convexe de z, car f est strictement convexe, les contraintes g; sont convexes et
pit sont positifs. Alors, £ (x, u™) est coercive, car f est coercive et g; est de Lipschitz. Ainsi, £ (z, u™)
posséde un unique minimiseur =" sur R", caractérisé par :

VoL (2", 1) =0,
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d’ou
V") + Y ptgi (@) =0.
i=1
Ce qui prouve 'existence et 1'unicité de «".
Remarquons que par définition du minimiseur z”,
Vy e R", L(2", p") < L(y,u"),
c’est a dire
Vy € R", f(a") + (u" g (z") < F(y)+ ("9 (y)) - (3.19)
Soit z € R" ett € ]0,1[. En appliquant (3.19) avec y = ™ + ¢ (z — 2™), on obtient :
Fam 4+t (z—a™) = F @)+ 3 it g (@ + ¢ (= — 2™) — g; (2™)] = 0. (3.20)
i=1
Mais par convexité des g;, nous avons :
gi (@ +t(z—2") —gi (") <tlgi(2) —gi ()], i=1,2,...,m.

D’apres (3.20), on obtient :
PO b= )~ £ @) 40 () — g () 20
i=1
En divisant par ¢ et en passant a la limite quand ¢ — 0, on obtient :
vz eR", (Vf(2"),z —a") + iu? 9 (2) = gi (2™)] = 0. (3.21)
i=1

Considérons a présent le point z et le vecteur p. D’apres les conditions de KKT, ils vérifient la
relation suivante :

V(@) + ) mVa(x) =0. (3.22)
i=1

En définissant comme plus haut le lagrangien £ (z, ) = f (z) + >_;%, pnigi (x), on constate que la
relation (3.22) s’écrit VL (z, 1) = 0, ce qui montre que z est le minimiseur unique de I’applica-
tion y — L (y, ) sur R" (I'existence et 1'unicité d’un tel minimiseur s’obtiennent par les mémes
arguments que pour l'application y — L (y, 1"*)). Donc, on a :

Vy e R", L(x,pu) < L(y,p)-

En appliquant le méme raisonnement que précédemment, on obtient :

m

V2 eR™, (Vf(x),z—a)+ > pilgi(2) — gi (z)] > 0. (3.23)
=1
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En prenant z = z dans (3.21) et z = 2™ dans (3.23), on obtient :
(VF @),z —a™) + Y g (x) — gi (&™) >0,
i=1

(Vf(z),2" —x) + ZM’ [gi (™) — gi (x)] > 0.
i=1

En sommant les deux inégalités, on obtient :

m

(Vf(@) = V@), a" —a)+ Y (= p) lgi (z") = gi ()] = 0

i=1
En utilisant la fortement convexe de f, on trouve :
(" = pyg (") = g () < —(Vf(2") = V[ (2),a" —z) < —a|z" - z|? (3.24)

Nous allons utiliser 'estimation (3.24) pour démontrer la convergence de la suite (||u™ — y||). Pour
cela, on écrit :

= al|* = Pe [ + pg (2] = Poja + pg ()]
< [[l" + pg ()] = [+ pg ()]
<" =)+ (g (") = g (2))II”
<l = wll? + 20 (" = g (2") = g (2)) + PP M3 |2 — 2

<l = pl)* =y [la" — ]

2

en utilisant le caractere de Lipschitz de g et 'inégalité (3.24) avec v := p (2ac — pM?).

On conclut que la suite (") est convergente vers x, mais pas nécessairement celle de la suite (¢").
3. Si les fonctions g; sont de classe C!, alors 'application y — A (y) = [Va1 (y), Vg2 (¥) -, Vm (y)]T

est continue. De plus, (voir la preuve de la convergence de 1’algorithme d’Usawa pour le cas des

contraintes d’égalité affines), A (y) étant surjective, la matrice AT (y) est injective, et dans ce cas, la

matrice A (y) AT (y) est inversible. Par conséquent, son déterminant est non nul. Par continuité du

déterminant et de 'application y — A (y) A” (y), puisque det [A (y) AT (y)] # 0 cest a dire que la

matrice A (z") AT (2™) est inversible.

Or, la relation

VIEY) +) upVe (@) =0
=1
s’écrit

VF@@") + AT @)t =0,

AV (z") + A (a™) AT (2™) ™ = 0.

Pour n assez grand, la matrice A (z") AT (z") est inversible, ce qui permet d’exprimer ;" sous la
forme suivante :

1

pr =~ [A@") AT (@] A Vf ).
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Comme 2" —— =z, on en déduit par continuité la convergence des p" vers une limite ;1* qui
n——+4oo

s’écrit
== [A@) AT (@)] 7 A(2) Vf (@)
En passant a la limite dans la relation
V(@) + AT (a") " =0,
on obtient (par continuité des dérivées partielles de f)
Vf(z)+ AT (z)p* =0.

Ainsi, 1 est solution de (3.17) ; c’est méme "'unique solution du systéeme, puisque par injectivité de
AT (), si deux vecteurs p?, i3 satisfait

Vf (2) + AT (2) i = 0 et Vf (2) + AT (2) g3 = 0
alors

AT () [} — 3] = 0= ui = .

Dr. NOUIRI Brahim Université Mohamed Boudiaf de M’sila



