CHAPITRE 2

METHODES DE PENALITE

Nous considérons le probléme d’optimisation avec contraintes suivant :

{minf (), 2.1)

x € €,

oul f : R™ — R est une fonction et ) est un sous-ensemble fermé non vide de R".
Comme d’habitude, la plupart du temps €2 sera défini au moyen des contraintes d’égalité et d'inégalité,
c’est-a-dire

Q={zeR":h(zx)=0etg(z) <0}, (2.2)

ouh(x) = (hi(x),ha(x),..., Ap (ZL'))T etg(x) = (91 (),92(x),...,9, (x))T

Définition 2.1. (Méthode de pénalité). L'idée d’'une méthode de fonction de pénalité est de remplacer le
probleme d’optimisation avec contraintes (2.1) par un probleme d’optimisation sans contraintes suivant :

min f (z) +vP (), (2.3)
r € R™, |

ol y > 0 et P est une fonction continue telle que
1. P(x) =0 pour toutz € €,
2. P(z)> 0 pour tout z ¢ Q.

Une fonction P avec les propriétés ci-dessus est appelée fonction de pénalité pour (2. Par exemple, si 2
est de la forme (2.2), alors une fonction de pénalité est donnée par :

p

P(@) =3 lhi@)"+ 3 (g @) (24)

i=1
olt @ > 1 est une constante et g* : R” — R est une fonction donnée par :

0 si gi(x) <O0.

g (r) = max (0,g; (z)) = {gi ()  si gi(z)>0,

1w Pour a = 1, la fonction (2.4) est appelée fonction de pénalité linéaire.

1= Pour a = 2, la fonction (2.4) est appelée fonction de pénalité quadratique.
Exemple 2.1. Soient g1, g2 : R — R deux fonctions définies par :
g1 (z)=x—-2 etgy(z) = —(z+1)°.
et soit L'ensemble des points réalisable est définie par :

Q={recR:g (2) <0, g2(x) <0} =[-1,2].
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Nous avons :

et
—(z+1)°  siz< -1,
0 siz > —1.

Pour oo = 1, On obtient :

r—2 six > 2,
P(x) =g{ (x)+g5 () =<0 si—1<z<2,
—(z+1)® siz< -1

Exemple 2.2. On considere le probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité suivant :
9 (2.5)

ol () est une matrice carrée d’ordre n, symétrique et définie positive.

2
1. Soient P (z) = (HxHZ = 1) la fonction de pénalité quadratique et v > 0 le parametre de pénalité.

Ecrire un probléme d’optimisation sans contraintes dont la solution ., rapproche la solution
optimale du probleme (2.5).

2. Monter que pour tout v > 0, 2, est un vecteur propre de Q.
3. Monter que ||z,||* — 1= O (1/v) quand v — +oo.
Solution :

1. Le probleme d’optimisation sans contraintes associe est donné par :

2
ming (z) = 27 Qz -+ [||)? — 1]
r € R"

2. Nous avons :
2 2 2
a(®) 2 A 2]+ [Jol* = 1],

ol \in 1a petite valeur propre de . Dong, ¢ () T 400 ’est a dire g est coercive et continue.
x||—+o0

Alors, la fonction ¢ admet au moins un point de minimum global noté z,.
D’apres la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre, on obtient :

V4 (2,) = 04 2w, + 4 [||os > = 1] 2, = 0
& Qry =2y [1 — ||x7|]2] Ty = Ay,

ol \, est un scalaire. Donc, x est un vecteur propre de Q.
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3. Nous avons :
Ay =2y [1 - H%Hﬂ < Amaz,

Ol A est plus grande valeur propre de (). Pour 7 — 400, nous avons :

2 /\ma;t
- S =0(1/)

Nous analysons maintenant la méthode des pénalité dans un cadre plus général. On désigne par z*
une solution globale du probleme (2.1). Soient P une fonction de pénalité et () est une suite positive et
croissante. On considere une fonction ¢ (7, -) : R” — R définie par :

q (v, ) = f(z) + WP (v).

Pour chaque k € N, nous pouvons écrire le probleme d’optimisation sans contrainte associé suivant :

{minq (V&> )

2.6
reR” 26)

On note par z* le point de minimum de la fonction ¢ (73, ) sur R™.
Le lemme suivant décrit certaines relations utiles entre le probleme d’optimisation avec contraintes et
les problémes d’optimisation sans contraints associés.

Lemme 2.1. Pour tout k € N, Nous avons les inégalités suivantes :
L q (e a®) < q (s, 21,
2. P ($k+1> <P (l‘k),
3. f (xk) <f ($k+l),
4. f(a*) < q(m.a*) < f(29)

Démonstration. 1. () est croissante, alors nous avons :
sl > = g (,Ykﬂ,xwl) —f <$k+1> e P (xk:-l—l) > f (xk—H) P <$k+1> —q (’yk,ka) .
(2.7)
D’autre part, z* est un point de minimum global de g (¢, ), doncon a:
q (%mk> =f (mk> + P (a?’“) <f (a?“l) + P (a:’““) =q <’m, x'““) : (2.8)

En combinant (2.7) et (2.8), on obtient 1.

2. Les points z* et z¥+?

Alors, nous avons :
q (ka'“) =f (x'“) + P (x’“> <f (37“1) + P (wk“) :
q <7k+17$k+1) —f (xk—&—l) e P ($k+1) < f <xk) et P (xk> .

En somment les deux inégalités précédentes, on obtient :

sont minimise respectivement les fonctions ¢ (v, ) et q (Vx+1, ) sur R™.

WP () + i P (251) < P () + P (254

Réarrangement, nous obtenons :

(Ver1 — ) P (xkﬂ) < (Veg1 — ) P (a:k) = P (mkﬂ) <P (mk) .
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3. Pour chaque k € N, ¥ est un point de minimum global de la fonction ¢ (4, z) sur R”, on obtient :

() =1 () o () 1 (57) o ()

F) = () 2P (o) =2 ()]

D’aprés la question 2., nous avons P (z*) — P (2"1) > 0 et v, > 0, on obtient 3.

Donc,on a:

4. Nous avons z* est un point de minimum global de la fonction g (7, ) sur R, donc on a :
f (@) +nP(2") > q ('yk, z’“) =f (:zk) + ve P (azk> .
D’autre part, z* est un point de minimum global du probleme d’optimisation avec contraintes
(2.1), donc P (z*) = 0, c’est a dire
f@)>f (a:k> + P (a:k> )
Puisque P (z¥) > 0 etv; > 0,alorsona:

Ja) =7 ().
]

Avec Lemme 2.1, nous sommes préts a prouver le théoréme de convergence de la méthode de pénalité
suivant :

Théoréme 2.1. Si (z*) converge vers z, alors Z est une solution optimale du probleme d’optimisation avec
contraintes (2.1).

Démonstration. D’apres Lemme 2.1, la suite (g (7x, 2*)) est croissante et Majorée par f (z*). Par consé-
quent, la suite (g (7%, 2*)) est convergente vers une limite suivante :

¢ = lim ¢ (’}/k,.%k) telle que ¢* < f(z%).

k—-+oo
Puisque la fonction f est continue et d’apres Lemme 2.1, f (:ck) < f (z*). Alors, nous avons :

lim f(a*) = f L lim x’“} — f(@) < ).

k—4o00

Puisque les suites (f (z¥)) et (¢ (vx, 2*)) sont convergentes, alors la suite suivante :

(wp («)) = (o (w) =1 (+4))

est convergente vers la limite suivante :
lim g (v, 2*) ="~ [ (2).
k——+o0

Avec Lemme 2.1, la suite (P (2*)) est décroissante et minorée par 0, donc converge et par conséquent
(P (%)) est convergente. Puisque ——— +00, nous concluons que
—+00

lim P (xk) —0.
k—+o0
Par continuité de P,on a:
0= lim P(xk) :P[ lim xk} — P ().
k—+o0 k—+o00

D’ou1 Z est un point réalisable c’est a dire z € Q. Puisque f (z*) > f (Z), nous concluons que Z une solution
optimale de probléme d’optimisation avec contraintes (2.1). O
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2.1 Meéthode de pénalité quadratique (Beltrami)

Considérons le probleme d’optimisation avec contraintes suivant :

win f (z),
h(z) =0, (2.9)
g(z) <0,
ot f:R*" - R, h=(hy,...,hn), etg=(g1,...,9,) sont des fonction de classe C' sur R™.
Définition 2.2. La fonction de pénalité quadratique ¢ (7, z) pour le probleme (2.9) est
m P
2
q(r,2) = f (@) + 3 B @) + 2 Y (o) (@), (2.10)
i=1 i=1

ol v est le parametre de pénalité et g;" (z) = max {0, g; (z)} aveci = 1,...,p.

Remarque 2.1. Remarquons que si 7y est tend vers +oo, les contraintes sont pénalisées. L'idée est donc de
considérer une suite de () avec i k4> +oo et de chercher le point de minimum x, de la fonction de
—+00

pénalité quadratique ¢ (v, z) pour chaque k.

Comme les deux termes de pénalité dans (2.10) sont différentiable, toute méthode d’optimisation
sans contrainte peut étre utilisée pour le calcul de z;,. Par conséquent, une suite de sous-problemes de
minimisation sans contrainte ;Iel]iRl}L q (7k, x) est résolue pour chaque valeur du parametre de pénalité ;.

La méthode de pénalité quadratique est basée sur la minimisation de la fonction de pénalité quadra-
tique dans le cadre suivant :

Algorithme 1 (Méthode de pénalité quadratique)

1: Poser k = 0, choisi un point de départ initial =, une valeur initiale o > 0 pour le parametre de

pénalité et une suite de tolérances ¢, avec ¢, i 0.
—+00

2: Trouver un point de minimum z; du sous-probléme ;gigr}l q (Y, x), a partir de z, et terminer les
itérations lorsque ||V .q (v, z)|| < ek.

3: Siun test de convergence de la méthode est satisfait, alors s’arréter a x;, comme solution approchée
du probleme sinon :

4: Choisi un nouveau parametre de pénalité 7,1 > ;.

5: Choisi un nouveau point de départ = ;, poser k = k + 1 et passer a |'étape 2.

Quelques remarques sont les suivantes :

Remarque 2.2. 1. La suite des parametres de pénalité () peut étre sélectionnée de maniere adapta-
tive en fonction de la difficulté a minimiser la fonction de pénalité a chaque itération k. Lorsque la
minimisation de g (v, z) est trop coliteuse, alors v peut étre choisi proche de v, par exemple
Ve+1 = 1.5
D’autre part, si la minimisation de ¢ (%, x) est relativement facile a faire, alors ;41 peut étre
sélectionné plus grand que ~;, par exemple Vi1 = 1074.

2. Dans le cas ot1 le probleme (2.9) n’a que des contraintes d’égalité, alors ¢ (v, z) est différentiable.
Par conséquent, les algorithmes d’optimisation sans contrainte (a 1’étape 2) peuvent étre utilisés
pour trouver une solution approchée zj. Cependant, la minimisation de ¢ (v, z) devient plus
difficile a mesure que ~y; devient plus grand.

Au voisinage de point de minimum, la matrice Hessienne V2q (v, r) devient mal conditionnée, et
dans ce cas, les méthodes de quasi-Newton ou de gradient conjugué fonctionnent tres mal.
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Théoreme 2.2. Soit le probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité suivant :

min f (z),
{h -0 2.11)

oi f : R" = Ret h = (ha,...,hy) sont des fonction de classe C' sur R"™. On suppose que xy, pour chaque k € N,
point de minimum global de la fonction de pénalité quadratique suivante :

q () = f () + V;Z;h? (z), (2.12)

olL Yk, P +oo. Soit () une suite converge vers x*.
—+00
Si z* est un point régulier, alors x* vérifiant la condition de Lagrange du probleme (2.11). De plus, nous avons :
Yeh (k) = M oit X = (X, ..., N5 est 'unique vecteur de multiplicateur de Lagrange.
—+00

Démonstration. D’apres (2.12), nous avons :

V(s xx) =V (x) + Y wwhi (xx) Vhi (@) - (2.13)

=1

En utilisant (2.13) et le critére de test d’arrét pour Algorithme 1, on obtient :

Vi (k) + > whi (xr) Vi (2) || < e (2.14)

i=1

Avec l'inégalité suivante ||a|| — ||b]] < ||a + b||, (2.14) devient :

m

> hi (xx) Vh (2x)

i=1

< L lew +IVF @l (2.15)
Yk

Par passage a la limite k — oo pour I'inégalité (2.15), on obtient :

m

> hi(a*) Vh (2¥) = 0.

i=1

Mais z* est un point régulier, alors {Vh (z*),..., Vhy, (z*)} sont linéairement indépendant, donc
hi (z*) =0 pour touti =1,...,m.
On désigne par AT (z) = Vh (x) et \y = yxh (z1). Alors, nous avons :

AT (z) M = Vq (v, 1) = Vf (1) -

Donc,on a:
e = [A () AT ()] Aan) [V (s k) — Vf ()] (2.16)
Par passage a la limite £ — 400 pour (2.16), on trouve :
Mo N = = [A () AT @) A @) V(7). (2.17)

D’autre part, par passage a la limite pour (2.14), on obtient :
Vf(z*) + AT (z*) \* =0, (2.18)

d’ou, z* vérifiant la condition de Lagrange du probléme (2.11) avec A* est I'unique vecteur de multiplica-
teur de Lagrange. O
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Exercice 2.1. Soit le probleme d’optimisation suivant :

min f (z,y,2) = 2* + y* + 2y — 2y
T+y=2.

Résoudre ce probleme par la méthode de pénalité de Beltrami.
Solution : On pose h (z,y) =z +y — 2 et P (z,y) = h? (z,y). Soit q (v, z, y) telle que
q(v,x,y) = [z, y) +9P (z,y).
1. On cherche les points critiques de la fonction ¢. Nous avons :
Va(y,z,y) =Vf(x,y) +7VP(z,y) = V[ (z,y) + 27k (z,y) VA (z,y) =0,

d’oti, le systeme suivant :

p 2 ~2) =0
{x+y+ y(z+y—2) ) = 4y=2y+zr—2=>y=a+2.

2+ —2+4+2y(x+y—2)=0.

D’autre part, nous avons :

2
2047+ 142 (@+2) =dy = B+dy)e=-2= 2, == ety, =2+,

2. Onpose x = rcosf et y = rsinf. Nous avons :

2
q(v,z,y) =72 (1 + cosfsinf) — 2rsinf + rvy <c089+sin9 - > — 400,

r r—-+oo

d’oty, g est coercive donc (z.,, y,) est un point de minimum global de ¢ sur R? pour tout v > 0.
Finalement, le point (z.,y,) — (0, 2) est solution globale du probleme considéré.

2.2 Méthode de pénalité exacte

Définition 2.3. La fonction de pénalité exacte ¢ (v, ) du probleme (2.9) est donnée par :

m p
a(v0) = f (@) + Y lhi @)+ gt (@), (219)
i=1 i=1
ol v > 0 est le parametre de pénalité et g;” (x) = max {0, g; (z)} pour touti = 1,...,p.

Le théoréme suivant est prouvé par Han et Mangasarian en 1979.

Théoréme 2.3. On suppose que le probleme d’optimisation avec contraintes (2.9) admet une solution locale stricte x*
pour laquelle les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont vérifiées avec les multiplicateurs \* = (A\},..., \},) € R™
et u* = (/f{, e MZ) € RE. Alors, «* est un point de minimum local de la fonction q (vy, x) définie par (2.19) pour
tout v > ~v*, o

v = max{ max |Af|, max ,u;k} . (2.20)
i=1,....m i=1,...,p

De plus, si les conditions suffisantes d’optimalités du seconde ordre du probleme (2.9) sont vérifiées au point x*
pour vy > ~*, alors x* est un point de minimum local strict de la fonction q (v, x).
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La définition suivante caractérise les points stationnaires de ¢ (v, x).

Définition 2.4. Un point Z est un point stationnaire pour la fonction de pénalité ¢ (v, x) si
D(q(v,7);v):=Vf @) v+7y Z ‘Vhi ()" v‘ +y Z [Vgi (z)" v] >0, pourtoutv € R". (2.21)
i=1 i=1

De méme, = est un point stationnaire pour la mesure suivante :

m p

M (z) == Z i ()] + D lgi ()] (2.22)

siD (M (z);v) > 0, pour tout v € R™.
Si un point est non réalisable pour (2.9) mais stationnaire par rapport a la mesure M, alors c’est un
point stationnaire non réalisable.

Le théoreme suivant montre que sous certaines hypotheses, les points stationnaires de ¢ (v, x) sont
des points vérifiant les conditions de K.K.T. du probleme d’optimisation avec contraintes (2.9).

Théoreme 2.4. Soit T est un point stationnaire de la fonction de pénalité q (v, x) pour tout v > 4 > 0, oit 7 est un
réel donné. Alors, nous avons :

1. Si z est un réalisable pour le probleme d’optimisation avec contraintes (2.9), alors il satisfait les conditions
de K.K.T. pour ce probleme.

2. Si T n’est pas réalisable pour le probléeme (2.9), alors c’est un point stationnaire non réalisable.

2.3 Laméthode Lagrangienne augmentée

On considere le probléme d’optimisation avec contraintes d’égalités suivant :

min f (z), (223)
h(xz) =0, .

ot f:R" - Reth; : R* - R,i=1,...,m,sont des fonctions de classe C'.

Définition 2.5. La fonction Lagrangienne augmentée est définie par :

LleAy) = f (@) + Y Ny (2) + % NNHCE (2.24)
=1 =1

ouleR™ety > 0.

Soit zy, est un point de minimum de la fonction lagrangienne augmentée £ (z, A\*, ;) avec (A*) et ()
deux suites de R et R*,.

Alors, avec la condition d’optimalité de premier ordre pour d’optimisation sans contraintes nous
avons :

VL (o, k) = Vf () + Zm: X+ i (a0)| Vi ().
=1

En comparant ce résultat avec la condition d’optimalité (2.18), on trouve

NN yph (o), i=1,...,m. (2.25)
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D’apres (2.25), on a:

Af = \F

hi (xg) ~ ”

,e=1,...,m.

On remarque que si zj, est point réalisable du probleme (2.23), alors & (x)) = 0. Dans ce cas, A= \* est le
multiplicateur de Lagrange.
On considere la suite de récurrence suivante :

L’algorithme du Lagrangien augmenté peut étre présenté comme suit.

Algorithme 2 (Algorithme du Lagrangien augmenté)

1: Poser k = 0, choisi des points de départ initiaux z{ et A\’. Choisi une valeur initial o > 0 et tolérance
o > 0.

2: Trouver un point de minimum approché x; de §, Al 7|- Si HVE (xk, e, w) H < gg.

3: Siun test de convergence de la méthode est satisfait, alors s’arréter a x;, comme solution approchée
du probleme sinon :

4: Choisi un nouveau multiplicateur de Lagrange \**! = A\* + v,k (), choisi un parametre de pénalité
Yr+1 > Yk et une tolérance ex 1 > 0.

5: Choisi un nouveau point de départ x| = x, poser k = k + 1 et passer a I'étape 2.

Théoréme 2.5. Soit x* est point régulier du probleme (2.23). Si x* est une solution local strict du probléme (2.23)
(vérifiant la condition suffisante d’optimalité du seconde ordre), alors il existe v > 0 tel que pour tout v > 5, z*
est un point de minimum local strict de la fonction de Lagrange augmentée L (x, \*,~y) oit X* est le vecteur de
multiplicateur de Lagrange.
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