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Exercice 1. (05 pts). Soit ¢ : R} — R une fonction définie par :
¢ (z) =In(z).

1. Montrer que ¢ est une fonction concave sur RY .

2. Pour n € N*, déduire I'inégalité suivante :

1+ ...+
Vay, .., € RY, (3 x .. x ay)/m < A T

Exercice 2. (08 pts). On considere f une fonction définie sur R? par :
f(z,y,2) =2 +y* + 22
Soit I’ensemble suivant :
P = {(x,y,z) eER®:ax + by +cz = 1} ota,b,ceRY.

1. Montrer que P est un ensemble convexe fermé.
2. Montrer que f est strictement convexe sur P.
3. Montrer que f posséde un unique point de minimum global (z*, y*, 2*) sur P.

4. Déterminer (z*,y*, z*) en écrivant les conditions nécessaires d’optimalité d’ordre 1.
Exercice 3. (07 pts). Soit f : R? — R une fonction définie par :
floy)= (=17 +(@y-2)".

1. Montrer que f est strictement convexe sur R,

2. On considere le probléme d’optimisation suivant :

min f (z,y)
{.CEQ + 92 < 10. M

(a) Expliquer pourquoi le probleme (I)) admet une unique solution.
(b) Résoudre le probleme ().
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Corrigé d’exercice 1: 1. La fonction ¢ est une fonction concave sur R car :
" —1
Vo >0, ¢" (z) = — <0.
x

2. Donc,on a:

r1+...+x, 1 & n
In {%1 Z E;ln(ml)—ln |:($1 X...l’n)l/ ]

D’apres de la croissance de la fonction = —> €”, on obtient :

1 +...+x,

(21 % ... x 2,)"/" <
n

Corrigé d’exercice 2: 1. Soient (z,y,2),(2',y',2') € Pet A € [0, 1].

(a) Nous avons :
1=N(z,y,2) + A (2", y,2)=[1=XNz+ X, (1 =N y+ X/, (1 =) z+ \].
Donc,on a:

all=Nz+X]+0[(1=Ny+ ] +c[(1=X)z+ )]
=(1=X)(a+by+cz)+(azx' + by + c2')

- g
Vv Vv
=1 =1

=1-N)+XA=1

Alors, (1 — X) (z,y,2) + A (2, ¢/, 2') € P donc P est convexe.

(b) Soit (x,,, Y, z,) une suite de P converge vers (z,y, z). Nous avons : az, + by, + ¢z, = 1. Par
passage a la limite n — 400, on obtient ax + by + cz = 1. Donc, (x,y,z) € P d’ou P est
fermé.

2. Nous vons :
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D’ou V2f (z,y, 2) est définie positive, donc f est strictement convexe sur P.

3. Nous avons :
— f est continue et strictement convexe sur P,
— P est convexe fermé,
- lim  f(z,y,2) = +oc.

I (zy,2) | =00
Alors, f posséde un unique point de minimum global (z*, y*, z*) sur P.
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4. Les conditions nécessaires d’optimalité d’ordre 1 sont :

2x 4+ Aa = 0,
2y + b =0,
224+ Ac =0,

ar 4+ by +cz = 1.

(a) Si A =0,alors x =y = 2z = 0 est impossible.

(b) Si X = 0, alors nous avons :

r=—=Xa/2, y=—Ab/2, z=—Ac/2 et \ = ﬁf—l—@.
Alors,on a:
. a . b . c
e M e S v
Corrigé d’exercice 3: 1. Nous avons :

Vi (z,y) = B 8]

Alors, V2f (x, 1) est définie positive d’ou f est strictement convexe sur R,
2. Nous avons :

(a) Le probleme (1) admet unique solution car :
— f est continue et strictement convexe sur R
— La contrainte {(z,y) € R? : 22 + y*> < 10} est convexe, fermé et borné.

(b) Les conditions de KKT sont des conditions nécessaires et suffisantes. Donc, on a :

p =0,

2(x —1)+2px =0,
2(y—2)+2puy =0,
p(x? +y* —10) = 0.

— Sip > 0, alors 2% + 3* = 10. Nous avons :

D’autre part, on a :

1
2 +y* =104 p = —= — 1 < 0 impossible.

V2

—Sipg=0,alorsz =1ety = 2.
Finalement, la solution du probleme (T) est (1,2)”.
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