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Exercice 1. (08pts). Soit la sphere S définie par :
S = {(x,y,z) e R?: 2?4+ ¢* + 22 :4}.

Pour déterminer les points de S les plus proches et les plus éloignés du point A de coordonnées (3, V2, \/5),
on considere les problemes d’optimisation suivants :

) min f (z,y, 2) . Jmax f (z,y, 2)
<P)'{(x,y,z)65 ' (Q)'{(:L‘,y,z)ES

ol f : R3 — R est une fonction définie par :
2

fz,y,2)=(x—3)"+ <y—\/§>2+ (z—\/g) :
1. Montrer que les deux problemes (P) et () admet au moins une solution globale.
2. Montrer que tous les points de S sont réguliers.
3. Résoudre les deux problemes (P) et (Q).
Exercice 2. (12pts). Un agriculteur produit du blé en utilisant un tracteur (qu’il conduit lui méme, équi-
valent a 1000 heures de travail), du travail salarié en quantité = et des engrais en quantité y. Le prix d’une

heure de travail est 1€ et le prix d’une unité d’engrais est 2€. La fonction de production de blé est donnée
pour tout (z,y) € R? par :

¢ (x,y) = /(1000 + ) y.

Supposons que 1’agriculteur dispose d’une enveloppe d’une valeur ¢ > 0. On considere I’ensemble des
contraintes défini par :

C={(z,y) eR*:2>0;y>0;0+2y <a}

1. Montrer que le probleme d’optimisation suivant :

max ¢ (, ) 0
(z,y) €C

admet au moins une solution globale notée par (z*, y*).
2. Montrer que y* > 0.
3. Calculer Vo (z*, y*).
4. Avec les conditions de KKT du probleme (TI]), monter qu’il existe p« > 0 tels que

v _ o, 1 [i000ta
00Tz — —2H T 3 Yo

pa* =0,
¥+ 2y* = a.
5. Posons a = 500€.
(a) Montrer que (z*,y*) est un point régulier.
(b) Résoudre le probleme ().

(c) Déduire la quantité de blé produite.
6. Trouver la valeur minimale de a pour que I’agriculteur fasse appel a de la main d’ceuvre.
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Corrigé d’exercice 1: 1. Soit (x,,, Yn, yn) € S avec (2, Yn, 2,) — (7,9, Z). Donc, on a:
n—-+o0o

22 4+ 92 4 22 = 4 par passage 2 la limite 7 + §* + 2° = 4 = (7,7, 2) € S = S est fermé.
D’autre part,on a:
V(z,y,z) € S:|(x,y,2)| =2 = S est borné.

Par conséquent, f est continue sur S, d’apres le théoréme de Weierstrass les deux problemes (P) et
(@) admet au moins une solution globale.

2. Onpose g (x,y, z) = 22 + y* + 2% — 4. Nous avons :
V(z,y,2) €S :Vyg(x,y, 2) = (22,2y,22)" # 0= tous les points de sont réguliers.
3. La fonction de Lagrange est donnée par :

L(x,y,z,\) = f(r,y,2)+ Ag (2,9, 2),

donc la condition de Lagrange est donné par :

2(x —3)+ 2 \x =0, T =,

E = A=1loul=-3.
2(2—\/5)+2)\z:0, z= 7%
2?2 +y? 4 22 =4 2+t 4+ 22 =4

(a) Si\ =1, alors (z,y,2) = (3/2,v2/2,/5/2).
(b) Si A= —3,alors (z,y,2) = (—3/2,—v2/2, —/5/2).
D’autre part, nous avons :

f (3/2,@/2,%5/2) —4 et f (—3/2,—@/2,—%/2) — 36.

Donc, (3/2,v/2/2,/5/2) est une solution de (P) et (—3/2, —v/2/2, —+/5/2) est une solution de
(Q).

Responsable: B. NOUIRI 1 20 Janvier 2020



Corrigé d’exercice 2: 1. Nous avons :

(a) ¢ est continue sur C.
(b) Montrons que C' est fermé : soit (z,, y,) € C avec (x,,y,) — (Z, 7). Donc, on a:

n—-+0oo
Tn >0y, > 052, +2y, >a=2>0,>0,2+27§ > a= (z,y) € C.
(c) Montrons que C' et borné : on suppose que C' n’est pas borné. alors il existe (z,,y,) € C telle
que

x, — Oety, —— +o00.

n—-4o00 n—-4o0o
Donc,on a:

Tn + 2y, < a = +00o < aimpossible.

D’aprées théoreme de Weierstrass, le probleme () admet au moins une solution globale.

2. On suppose que y* = 0, alors ¢ (z*,0) = 0. D’autre part, =* représente un travail salarié et y*
représente une quantité des engrais, donc ¢ (z*,y*) > 0 d’ol contradiction. Alors, y* > 0.

3. Nous avons :

*

Y

Ve (@, y) = | Y iwose "

1000+=zx*
1000+4-x*

—_——— 1000+-z*
24/ (1000+z*)y* \/ y*

4. On pose f (x,y) = —p(x,y), g1 (z,y) = —z, g2 (x,y) = —y et g3 (,y) = = + 2y — a. Alors, Les
conditions d’optimalités de KKT sont données par :

*

N[—= NI

p
M1, 2, 13 Z 07

1 y* —
—3\/ To007er — H1 + i3 =0,

2
1 /100042 _

D) u* 2 + 2[/!3 07 (2)
,ulx* = 07

poy* =0,
|13 (2" +2y" —a) = 0.

D’apres la question 2., nous avons y* > 0, donc s = 0. Le systeme (2)) devient :

(111, 15 > 0,
—5/ o002 — M+ 13 =0,
_% 1003;i-x* 1 2u5 =0, 3)
ppr* =0,

(s (2 +2y* —a) =0.

Nous avons :

1 /1000 4 x* « *
Hs =7 —>0=2"4+2y" =a.
y*

Le systeme (3]) devient (1 = py) :
p =0,

[y 1 /100042
000 — —2H T 3 Y

p* =0,
x4+ 2" = a.
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5. On pose a = 500€. Nous avons

(a) Nous avons :
Vs (z,y) = (1,2)" # 0 = (z*,y") est un point régulier.
(b) Si =0, alors z* > 0. Nous avons :
1000—1—3} * *
20 —ax* =1
\ 000727 \/ Zi :E* 000, & 1, = —250 impossible.
z* 4 2y* = 500. z* + 2y* = 500

Si g > 0, alors z* = 0, donc y* = 250 et © = 1/2. la solution globale du probleme est le
point (0, 250).

(c) La quantité de blé produite est donnée par :
¢ (0,250) = 500.

6. L agriculteur fasse appel a de la main d’ceuvre, alors * > 0 donc = 0. Nous avons résoudre le
systéme suivant :

a + 1000
rr=—>0c¢t y=—"——.

2y* — x* = 1000, N 1000 .
T+ 2y" = a. 2 4

Donc, la valeur minimale de a est a = 1001 €.
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