1" Année Master (AMN)
Semestre : 1

Année Universitaire 2025/2026
Examen final

uluun.l! -..ui.ungz 2020 cumla

Matiere : Optimisation avec contraintes  uuversie vonames soudat- wsi Corrigeé Type
Corrigé d’exercice 1 1. Soient x = rcosf ety = rsinf. Nous avons :

] 2sinf 1
[im z,y) = limr? |1  — | = 400, @
|(z,y)||—+o0 f @,y i r ré

d’ou f est coercive.

2. Onpose h(z,y) = ii — 2. Nous avons :
Vh ($ay) - (HQ:E& ]-)T 74 0:

d’ou tous les points de P sont réguliers.

3. Soit (z,,y,) € P telle que x, > T et Yy » 7. Nous avons :
k— 400 k—+00

ﬁ(35?‘1',-;:9'?’1)E}D:>yk:a:k >§:§32

2
k— 400

d’ou (z,y) € P, alors P est fermé. D’apres [ est coercive et I est fermé, donc le probleme

(1) admet au moins une solution globale.

4. La fonction de Lagrange est donnée par :
'C(:E?y?}\) = 2 + (y...__ 1)2 + A (y me) ' d)/g‘

la condition de Lagrange :

2 — 2 x = 0, (1—-MX)x =0,
2(y—1)+A=0, < = 222,
Ty y = x°,

(@) SidA=1,alorsy =1/2etx = +1/+/2. les points sont (1/\/5,1 2) et (——1/\/5, 1/2).

(b) Si A # 1, alors x = 0, donc y = 0. Le point est (0, 0). m
d

Nous avons :
‘ f —1/\/5,1/2) —=3/4et £(0,0) =1,
donc (1/f 1/2) et (—1/v/2,1/2) solutions du probleme (1).
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Corrigé d’exercice 2: 1. La fonction ¢ es@e sur R?. D’autre part, D est un disque Terme

‘ct borné. D’apres théoreme de Weierstrass, le probleme (2) admet au moins une solution glo-
bale.
2. Onpose g (z,y) = z* y2 — 1. Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont données par :

p =0, p 20,

3z° + 2ux = 0, od? (3x + 2u) = 0, @
3y? + 2uy = 0, y (3y + 2p) = 0,
w(x?+y>—1)=0. n(z?+y*—1)=0.

3. Nous avons :

(a) S1u =0, alors 2 + y* < 1,donc x =y = 0. Le point est (0, 0). @
(b) Si p # 0, alors 2 + y* = 1. Nous avons :

r=0ouz = 2;”?
. o 214
=0ouy = —.

ii. Siy =0, alors x = —let = /2 Le point est

1. S1z =y = 2”‘ , alors |I% Le point est( \/Qj—-—\}—-é—.) a"ZxS

d’ou, (—1,0) et (0, —1) sont solutions du probleme (2).

4. Nous avons : _
2 T 2 6z 0 @
Ve (z,y) = (327,3y°) , Vielny) =14 g,
D’autre part, nous avons :
2

2
Vg (z,y) = (22,2y)" Vig(z,y) = 0

La matrice Hessienne est donnée par :

e Y I 1 [=2 o | -
R 1 A B

IMCD

SN

el

1 1 o
T( V2 V2 2v2

Pour tout 2 # 0, nous avons :

: —_3\/§ & i -
z ]| 2 o S| =3Vt <,

b e
B —

alors, ( \}5, \}5) est un point de maximum local strict de la fonction ¢ sur D. |

Responsable: B. NOUIRI 2 11 Janvier 2026




Corrigé d’exercice 3: 1. Nous avons :

et O
2

Vi(z,y) = (e%2y)" , Vif(z,y)= 60

Alors, on a :

det (V2f (z,y)) = 2e* > 0, @
{tr(VQf(:c}y)) =2+e" > 0:,

d’ol, f est strictement convexe sur R,

2. Soient (z,y), (z',y") € Set A € |0, 1]. Nous avons :
(1=A) (@, y) + A(@,y) = (1= Az + ", (1 - ANy + ).
Alors, on a :

1=XNz+X+QA-Ny+M=0=-N(z+y)+ (@ +9)>1,

(1=X)(z,y) + A (2',y) €S, @

3. Onpose g(z,y) =1 — x — y. On suppose que (z*, y*) est I’'unique solution du probleme (3).

d’ou

donc S est convexe.

(a) Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du probleme (3) sont données par :

p=> 0,

e’ — =0,
o, @
p(l—a*—y*)=0.

(b) Nous avons :

i. Sip=0,alorsz*+y* > lety* =0,e* =0, impossible.

1. St > 0, alors z* +y* = 1. Alorson a :

:1:*:2 *? .
{e Ve o —220.(65)

z* 4+ y* = 1.

(c) Onpose v (x) = e* + 2z — 2. la fonction 9/ est continue sur R. Nous avons :

(1) =e et ¥(0) = —1

alors d’apres le théoreme des valeurs intermédiaire, il existe 0 < x* < 1 tel que ¥ (z*) =
0. D’autre part, pour tout x € Ron a:

Y (z) =€ +2> 0, @25

donc 9 est strictement croissante sur R. Donc, £* est unique. Ainsi,
I<zr<lel<y" =1—-2"<1.
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