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Corrigé d’exercice 1: |. La fonction f est confinue sur R?. Soient (,,.y.) € C telle que

Tkl

(;rﬂ,? yﬂ)

Nn—-1+00

Nous avons :
2 2 e e tE A PTOP
(2,,.9,) € C = 22 +y> =100 = 7° + §° = 100 = (Z,y) € C = C est fermé. @/

D’autre part, pour tout (.. y) € C, nous avons :

ﬂﬁx
T, Y)|| = \/3:'2 +y? =10 = C est bomé.@

D apres theoregde/Weiersu -ass, la fonction f admet au moins un point de minimum global et un
point de maximum global sur C c’est a dire les deux problemes (P1) et (P2) admet des solutions

globales.
2. Onpose h(v.y) =° + U — 100. Nous avons Vh (x,y) = (2. ‘ZyJT # 0, alors tous les points de

C sont réguliers. C/S‘/
3. La fonction de Lagrange est donnée par :

L(z.y N\ =e"(x®+y?) + A (2% +y* — 100) . (Ci} f/a

La condition de Lagrange est :
r(e?+ ) =0,
eY (x? + y* + 2y) + 2Ay = 0, (01, ¢

% + y? = 100.

4. Nous avons Z_ﬁ
(a) SieY = —A, alors 100eY + QUET” — 2ye¥ = 0 ¢’est a dire ¢V = 0 donc impossible. @5/
(b) Sir=0,alorsy =10et A = —6¢'" "j Hilien = 4F1”.

Les points sont (0, avec A = 0, —10) avec A = de~

5. Nous avons : / Xﬂ) Q/ .
1007 = £ (0.-10) < f(0,10) = 100", @;

donc la température minimale est 100¢ 7" et la température maximale est 100{-"-19,__\

@Y 29
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Corrigé d’exercice 2: 1. Nous

()f"' .
Via (2. y) = _irf et Vo (2,y) = 12“ﬁf®‘2 0 ' G%E:?y

;M1+Myd +a)y’
2. est convexe sur R si et seulement si VEW v, y) est semi-définie positive sur R? ¢’est a dire
4
det (V4z, (. y)) =144 (1 — y? > 06}

(G A
i tr (V. (2,y)) = 12[(1 - u) (1 + a) éjﬂ g C \\/
Z\

2. Soit (. yn) € Qy avec (x,.yn) — (T.7y). Nous avons :

(Xnoyn) EU =zt 4o > 1=+ > 1= (2.9) € Q) = Qestfermé( O 2.8

/
3. Onpose a = 1/2. Nous avons : @, (x.y) = 5 (x* + 3y*).
(a) Nous avons :
-i
H“*‘}JJI?:H—DL ¥a (f J) — hHl ? (l = 2‘3111 +4 s1n 6 = +00 = Za act C{)er‘:lv(; Cj

Car pour tout § € R, 1 — 2sin® (0) + 4sin* () > 0. CLD

(b) D’apres la coercivité de o, et {2, est fermé, alors le probleme ( P3) admet au moins une solution C‘é_:)
(c) Onpose g (z.y) = 1 — x* — y*. Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont données par :

x (z° ) (E_de5 @
1 y (3y? — ) =0,
)

i. Sip=0,alors 2*+y* > letz =y = 0 (impossible). CS
ii. Sij > 0,alors 2° + y* = 1. Nous avons :

{.E=00ux—~::\/ﬂ,

y=0o0uy = =£+/1t/3.
O

Les points sont (0. £1) avec u =3, (1,0} avec u = 1et ( :73, o %) avec i = 3/4.
(d) Nous avons : © Y | @_5/

@ e Ll =l s i bl it e (::\/5/"2 _‘1/2 = 3/8, O

d’ou les points (v/3/2.1/2), (\/§/2~CJ—§) (V/3/2,-1/2) et (=v/3/2.1/2) sont solutions
4

du probleme ( P3).
(e) Nous avons :

1. Pour les points (0. 1) et 4 = 3,-nous avons :
2 ‘9?’({? e o
\Y Ya (O:: U 18 AV y(xr y) = Sy

64 e

L(0.£1.3) = V%2, (0.£1) + 3V2%g (0, £1) = 1 19| (& 2,3/
T*(0.£1.3) = {(2.0) /r e R} @ LS h : '

Pour tout x # (), nous avons :

EE i dm .
[:v D] 0 12 [0 = —62° <0,

d’ou (0. +1) sont des points de maximum local strict de ¢, sur €2;.
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i1. Pour les points (£1,0) et 1« = 1, nous.avons
915 )

R 60 et e iy
v Ya (._._.1.0) -0 0-I : v g(—_lfﬂ) o : O _2—
L(£1,0,1) = V4, (£1.0) + VEQ ot R 3 _02 &, »@-S# .

T* (£1.0.1) = {(0.y) /y € R} cﬂ;f{

Pour tout y # 0, nous avons :

|_4 0* 'O_ ; g
0 y} 0 —2| |y = —2y° <0 Qf/.g

d’ou (£1.0) sont des points de maximum local strict de 2, sur ;.

4. On pose a = 1. g@/
(a) D apres la question 1., la fonction ¢, est €. Soient (Ty,y1), (22, y2) € et A € 0, 1].

Nous avons

(ﬂflﬁyt) e = J”]2 + yi'} =

(i'g.y*_:-) € Qg = tffg + _Ijg <1

D’apres la convexité de la fonction & — 2, on a :

(1= Nar+ Az + (1= N+ Ml < (1= 3) (2 + 43) + A (23 +12)
S(1=-AN+A=1.

d’ou €2, est cmwexe.@
v 2 (@.y) = & +y* — 1. Les conditions de KKT du probleme (P4)

(b) On pose o, (2.y) = 2y et g (a,y
sont données par :

(>0

p—i}
y(dy*+ u) = 0. /

;r(r +yi—1) =

L Sipg>0,alorse®+y*=1,2=0ety==+1.Maisu=—4 <0 (1mpossible). @

ii. Sip=0,alors 2’ +y? <1,y = 0et 2?2 < 1. donc, les points sont donnés par 1’ensemble

survant :
{(,0) /2 e ]-1,1]}. CQ/_,’_S’/
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