Année Universitaire 024/2025

1" Année Master (AMN)
Semestre : 1 Examen final
Matiére : Optimisation avec contraintes i s v Corrigé Type
Corrigé d’exercice 1: 1. Nous avons:
2 s
Via(z,y)= (22 — ay + 3@93: - 4)T et V2f, (z,y) = [_2@ _f] @

f. est convexe si et seulement si

tr (Vifo (z,y)) =6 >

2. Onpose h (z,y) = = +y — 3. Alors, Vi (z,y) = (1,1)" # 0, donc tous les points de C sont
réguliers.
3. On suppose que || < 2/2.

(a) Nous avons la fonction f,, est convexe d’aprés la question 1. et le domaine C est un droite
donc convexe. Alors, le probleme (1) est un probléeme d’optimisation convexe. @

(b) La fonction de Lagrange est donnée par :
£ o uy.X) = +2y2—a$y+3$—4y+)\(.’£+y3).@

Alors, la condition de Lagrange :

-

2z — +3+A=0, 2r —ay = —3 — A,
ro ro 2+a)z—(@d+Q)y=-T,
dy—ar—44+2=0, & —art+dy=4-)X = i @%}
:L‘ =
z+y—3=0. r+y=3. Y
Donc, nous avons :
6 Q
_3a¥5h 3o _3a®+a—28 @
“2%+6' V" 246 0T 2a+8

D’aprés la condition suffisante d’optimalité de premier ordre la solution du probléeme (1)
ast (M 3a+13)

2046 2046 /°
4. On pose o = 3.
(a) On pose y = x. Nous avons :_f, (z,z) = —z. Alors f, (z, ) I2H 50, c’est  dire

fa n’est pas coiercive. &
(b) La fonction de Lagrange est donnée par :

Lz, y, ) =2"+20°-32zy+3z—4y+A(z+y—3).(0AS

Alors, la condition de Lagrange :

2 —-3y+3+A=0, 20 — 3y = =3 — A, .
) or — Ty = =17,
dy—3z—-44+2=0, & -3z+4y=4-), <&
z4+y=3." ;

z+y—3=0. z+y=3.
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Alors,onax = 7/6,y = 11/6 et A\ = 1/6. La matrice hessienne est donné par
g5 7. 1% =8| L
\Y fo (J":y) - |:__3 4 () (D )
et I’espace tangent est donné par :

T*(7/6,11/6,1/6) = {(w,:u) : Dh(7/6,11/6) (z,y)" = 0} = e-a) e B @

Pour tout = # 0, nous avons :

o -affy 3 2] e O

Donc, le point (7/6,11/6) est un point de mmumup local strict de f, sur C ¢’est a dire est
un solution locale stricte du probléme (1). CL /

5. On pose a = —3.
. : £ *)

(a) On suppose que le probleme (1) admet une solution noté par (x*;%*). Alors, cette solution
vérifiant la condition de Lagrange. Nous avons :

2+ 3+ 3+ A =0, 2 + 3y* = =3 — A, =7

dy*+32" —44+2=0, & (3" +4y'=4-)\__ < {:r*+y* T (impossible).
—r ) * + Y =3

ek * :0 /* ap* e ) 0 )

Tty —3 4yt =3 ng/ C;/g—/

Alors, le probleme (1) n’admet aucune solution.

Corrigé d’exercice 2: 1. La fonction f est congr%ﬁ/%zsjr D. Soit (z,,,yn) € D telle que

(Ina yn) m (

Hl

) -

Nous avons

J—

() ED 1S +yl <d=k1 <5 -I-y < 4 = D est fermé. W
Pour tout (z,y) € D,onal < ||(z,y)|| = V2% + ¥* &2@2&0% D est borné. Par conséquent,

d’aprés théoreme de Weier, tr‘clss,h les deux problemes (F) et (Q?) admettent au moins une
solution globale. 9 /

2. Onpose gy (z,y) = 22 +y? —4det gy (x,y) = 1 — 2% — y2. Alors, les conditions de Karush-
Kuhn-Tucker du probleme () sont données par :

(11 >0, 9 > 0, (111 >0, 10 >0,

=2z + 2z — 2u9z = 0, (=14 p; — )z =0,

§ 1+ 2my — 2y =0, ¢ 1+2(m— #2 y—o @
p (2% +y* —4) =0, i (@2 492 —

(e (1-2*—9%) =0 \uz(l—xz—y)—O.

3. Pour résoudre le systeme (2), nous avons :

(@) Sip; = pg = 0,donc 1 < 22 + 3% < 4. D’apres equ. 2 de systeme de KKT on obtient

1 =0, donc cont‘ !in
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(b) Sipy =0etpy > 0,alors 22 + 3?2 < 4et 2 + y? = 1. le systtme de KKT devient :

1 z=0
(1+p)z =0, =>$=0,'y=1/2#2:‘>ﬂ2=1/2'@
1 = 2psy = 0.

Alors, le point possible est (0, 1). o

(¢) Sipy > 0etpy =0,alors 2? + y* = detz® + y? > 1. le systeme de KKT devient :

{(Hl—l)’i?:o,

1+2,U,]‘y=0. -~

i. Sip = 1,alors y = —1/2 etz = £1/15/2. les points possible sont (V15/2,—1/2)
et (—v/15/2, q/z).@)
ii. Sipy # 1,alorsz = 0ety = —1/2u, et 4y = 1/4. Alors, le point possible est (0, —2).@
(d) Sipg > 0etpus > 0,alors 1 = 2% + y? = 4, donc impssible.@

Nous avons : 7 @
0 (28 e
f (o,Cle. f (i\/ﬁ/z, —1/2) » _TN et £(0,—2) = —2.@

Alors, les points (v/15/2, —1/2) et (—v/15/2, —1/2) sont des solutions globales du probléme@z/if,)
(P) etle point (0, 1) est la solution globale du probleme ((Q)). @

. Pour le point (0, —2) et yi; = 1/4 et j15 = 0. la matrice hessienne est donnée par :

>

L(0,-2,1/4,0) = V2f (0, —2) + _}Ivzgl (0,-2) = [‘%/2 1‘/)2} 0S

L’espace tangent est donné par :

T*(0,-2,1/4) = {(w,y) : Dg1 (0, -2) (z,9)7 = o} = {(z,0) : z € R} .@ J

Pour tout = # 0, nous avons :

e 0) [_%/2 1?2} m B _73“"2 <0, @/

Alors, le point (0, —2) est un point de maximum local strict de f sur D. &, (7/
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