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Corrigé d’exercice 1: 1. La fonction f est Q‘:n‘gsur R®. Soient (2, yn, z,) € C telle que

(mnayn’z’n) == (jag’ 2)

n—-4o0

Nous avons : \
0lS,

(Tny Yn,y 2n) €C=>xi+y§+zfl=1=>§:2+372+22=1=> (Z,9,%2) € C = C est fermé.

D’autre part, pour tout (z,y, z) € C, nous avons :

0;? (2,9, 2)| = V&2 + 42 + 22 = 1 = C est borné. @

D’apres théordme de Weierstrass, la fonction J admet au moins un point de minimum global et un
point de maximum global sur C c’est  dire les deux problemes (P1) et (P2) admet des solutions
globales.

2. Onpose h (z,y) = 22 +y% + 22 — 1. Nous avons V5 (z,y) = (2z,2y,22)" + 0, alors tous les points
de C sont réguliers. ”

3. La fonction de Lagrange est donnée par:

£(@,9,2,2) = 400zy2> + A (® + 3 + 22 — 1) .@

La condition de Lagrange est :

200yz* + Az = 0, (1)
200222 + Ay = 0, @ )
400zyz + Az = 0, (3)
4yt 422 =1. (4)

4. Nous avons :

(a) Si A = 0, alors les points possibles sont {(£1,0,0), (0,41,0), (0,0,+£1)}. @
(b) Si A #0.En multipliant (1) par z et (2) par y et avec la différence on obtient

P = 22 @ 5)

En multipliant (1) par 2z et (3) par z et avec la différence on ob ient
2=2? OZS ©)

en remplagant (5) et (6) dans (4), on obtient

x—:tQ,y—:f:2etz—:i:ﬁ. @
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Les points sont
11 1 1 1 1 11 1 11 1 41 L)
2,27ﬁ ) 2’ 27 \/§ ) 272’ \/§ )] 2) 27 2 Y 272’ 2 )

D’autre part, nous avons :

f(£1,0,0) = £ (0,1,
(e =1 (o) o €
((3358)- (1) €9

— Les solutions du probléme (P;) sont (
— Les solutions du probleme (P,) sont { (

5. La température minimale est —50 et la temperature maximale est 50
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Corrigé d’exercice 2: 1. Nous avons :

%S 00
VI = =z =), V@ = [0 1 0@ 2)

Alors, V2f (z,y, 2 z) est définie positive sur R? donc [ est une fonction strictement convexe. D’ autre
part, I’ensemble C est Iintersection d’une disque fermé e donc C est convexe. par conséquent,
le probleme (P) est convexe. CD‘;D@ CD/

2. Onpose h (z,y,z) = z+z—16t g (z,v, 2 z) = 22+y?+22—1. Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker
pour le probléme (P) sont données par:

—

B2 0, (7)
T— 2o+ A+ 2ux =0, ¢))
Y+ 2uy = 0, )
Z— 20+ A+ 2uz =0, &\a (10)
p@®+y*+22-1) =0, (11)
P+ + 22 <1, (12)
T+z=1. (13)

Le probleme (P) est convexe, donc les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (7)-(13) sont des condi-
tions nécessaires et suffisantes,

3. Soit (z*, y*, 2* \*, ©*) € RS un point qui satisfait les conditions KKT (7)-(13). D’apres (7) et ),
nous avons 1+ 2u* > 0, alors y* = 0. /5 '

4. On suppose que u* = 0, avec (11) alors
(")’ + (z*)? < 1. (14)
(a) En utilisant (8), ( 10) et (13), on obtient :
* =gy ~ X, ¥ =1(zo—2+1),
z*=200—”’ & Z*:g((zo"_st)), @ (15)
A =3 (@o+2-1). A =3 (mo+2—1).
(b) En utilisant (14) et (15) , on obtient :
|z — 20| < 1. (16)
5. On suppose que u* > 0, avec (I11) on obtient :

.~
(z*)’ + (z*)? = 1. ,% / (17)

(422" = 20— &, fﬁ (18)
(1+2u*) 2* —zo—/\* ) (19)

En sommant (18) et (19) et avec (13), on obtient /‘\
14 2u* = 29 + 25 — 2)*. @ (20)

D’autre part, en utilisant (18), (19) et (17) on obtient :

(a) En utilisant (8) et (10), on trouve :

-

(14 2u")? = (2o — A+ (29 — ) (& 25 (21)

En remplagant (20) dans (21), on trouve :
(o + 20 — 20")* = (29 — A*)2 + (2 — @ (22)
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(b) Avec simplification de l’éi uation (22), on obtient : 7_5/

(A*)? = (z0 +%0 +x020:()\*—a:o)()\—zo):0:>/\*=:voou/\*:zo. @

(c) D’apres (20), nous avons : 5
— Si \* =z, alors pu* = 1 (29 — 29 — 1). A
_SiAt = o= F g — e —

Si A* = 2, alors p* = 5 (mo— 20— 1),

(d) Nous avons :

- SiN =uxzg,alorszyg — 29 < —1,z* =0et2* = 1.
- Si N =zp,alorszg — 29 > 1,2* = let 2* = 0.

6. La solution de (P) est donnée par :
- Si|zg — 2| < 1, alors

($0—20+1

(20 — 2o+ 1) @
:r0+zg—1

A

N

I I
O = NI= O -

- Sixg — 29 < —1, alors

(2* 0,

y* =0,

J ¥ =1, @
A% =,

(=5 (20—z—1)

- Sizy — 29 > 1, alors

5t =1,

y* =0, 3
{ 2* =0, @
A* = 25,

(1 =3 (z0—2—1)
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