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Corrigé d’exercice 1: 1. Nous avons :

f($>yaz) :xQ—I—yQ—l—zZ,hl(x,y,z):x+y+2z—26th2(1:,y,z):x2+y2—z.

2. Nous avons :

(a) Soit (x,,, Yn, z,) une suite de D telle que (x,,, Yn, 2n) —+> (Z, 9, z). Nous avons
n—-+0oo

n n 2n:0> X ] 2_:07 _ P,
{x Y 22 {x—l—y—i— - = (z,9,z) € D = D fermé.

— 72 2 et 5 72 4
Zn =X, + ;- notoo | Z =27+ Y°.

(b) On suppose que D non borné, alors il existe une suite (x,,, Yy, z,) € D telle que

(xn;yn) E— (i,gj) et z,, —— +00.

n—+00 n—+o0
Donc,on a:
" yZ gn T — 7 = contradiction.
Z”:£n+yn n—-+400 +OO:.’L’+y

3. Lafonction f continue sur un sous-ensemble fermé et borné D. D’apres théoréme de Weirestrass, les
deux problémes (P1) et (P2) au moins une solution globale.

4. Soient o, 5 € R. Nous avons :

a+28x =0,
aVhy (x,y,z) + 6Vhe (,y,2) =0 a+28y=0, =a=p=0,
2a — 3= 0.

d’ou, tous les points de D sont réguliés.

5. La fonction de Lagrange donnée par :
L(z,y,2)=2>4+y"+2+M(@+y+22-2)+ X (" +y° —2).

La condition de Lagrange donnée par :

2¢ + A1 + 2 1 = 0, (24 2X\) x = =\,
2y + A\ + 2y = 0, (242X\)y = =\,
2120 — A =0, ©{z=1L(0g—2\),
T+y+2z=2, r+y+2z=2,
2+ =z 2 +y? =z

\

(a) SiXy = —1,alors \; = 0c’estadire z = —1/2 impossible.
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(b) Si )y # —1,alorsona:

D’autre part, nous avons :

2 +r—1=0,

Ty +2=2 Qf;;%Jr/\z—zAl:Q,
221 (A2 — 2X1) .

_ 1

Tyt = 2+2x32)” ~ 2

d’otx; = —letxg =1/2. Nous avons 6 = f (—1,—1,2) > f(1/2,1/2,1/2) = 3/4.
i. (—1,—1,2) estle point le plus éloigné de 1’origine.

ii. (1/2,1/2,1/2) estle point le plus proche de I’origine.
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Corrigé d’exercice 2: 1. Nous avons :

@ (rcosf, rsinf) = (rcosd — 1) +r2sin?60 = r2 — 2rcos§ + 1.

2cosf 1
im r,y) = lim (r? —2rcosf+1) = lim r*(1— — | = oo,
ll(z.y)[|—+o0 #(%.9) r—+o00 ( ) r—+0c0 ( r + r2> +
d’oll ¢ est coercive.

2. Soit (zy,, yn) € 4 telle que (zy,, y) — (Z, 7). Nous avons :

n—-+00

(Tnyyn) € Q1 = 20z, <y2 —— 207 < §° = (Z,7) € Q1 = Q fermé.

n——+00

3. D’apres la coercivité de la fonction ¢ et 2y fermé, alors le probleme (P3) admet au moins un point
de minimum global.

4. On pose g (z,y) = 2ax — y*. Les conditions de KKT données par :

p=0, p =0,
2(x—1)+2ap =0, o r=1-apu,

2y — 2uy =0, (1-py=0,
p(2az —y?) = 0. p(2ax —y?) = 0.

(@) Sip =0, alors 2ar < y? c’estadire x = 1 et y = 0 mais (1, 0) ¢ €, donc impossible.
(b) Sip > 0, alors 2ax = 32

i. Sipg#1,doncxr=y=0etp=1/a.

ii. Sipg=1,doncr=1—aety==+y/2a(1l—a)

Les points de KKT sont (0, 0), (1 —a,y/2a (1 — a)) et (1 —a,—/2a (1 — a)). D’autre part, les
trois points de KKT sont actives et
Vg (xa y) = (2067 —Qy)T ?é (07 O) ’

d’ou les trois points de KKT sont réguliés.

5. Nous anons :
a@—a)zf(LﬂLiM%ML—®><fmﬁ):L

d’ou, les dux points (1 —a,y/2a (1 — a)) et (1 —a,—y/2a (1 — a)) sont des points de minimum
global du probleme (P3).

6. La matrice hessienne donnée par :

1
vmmnﬂmm:ww@m+QV%@®={§284

Le point (0, 0) est un point active et 1 = 1/a > 0. Donc, on calcul ’espace tangent au point (0, 0) :
T (0,0,1/a) = {(z,y) € R*: Dg (0,0) (w,y) = 0} = {(0,y) /y € R}.
Pour tout y € R*, nous avons :
2 0 0] 2(a—1) ,
oy %[ =T <o

donc, (0,0) est un point de maximum local strict de ¢ sur ;.
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7. (a) Nous avons :
9 12 0

La fonctiion ¢ est strictement convexe sur {2y. D’autre part, soient (x1,y;), (x2,y2) € Qg et
A € [0, 1]. Nous avons :

(1 =A) (@1,91) + A2, 92) = (1 = A) 21 + Azz, (1 — N g1 + Ay) -

Donc,on a:

{20zx1 > y%,

V=20 (1= N a4+ Az > (1= N yf + M5 > [(1— Ay + Mol
209 2 ;.

d’ ot ((1 —A)z1 + Aza, (1 — A) y1 + Aya) € §2o, donc €2, convexe. Alors, le probleme (P4) est
convexe.

(b) Les conditions de KKT données par :

p =0, p =0,

2(x—1) —2ap =0, o r=1+apy,

2y +2py = 0, (I+p)y=0,
w(y* — 2az) = 0. w(y* — 2az) = 0.

i. Sip=0,alorsy? < 2aretz=1lety=0.
ii. Sip >0, alors y*> = 2azx et x = y = 0, mais y = —1/« impossible.

La solution du probleme (P;) est le point (1,0).
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