
1re Année Master (AMN)
Semestre : 1
Matière : Ana. matri. Optimisation 1 Corrigé Type

Corrigé d’exercice 1: 1. Nous avons :

f (x, y, z) = x2 + y2 + z2, h1 (x, y, z) = x+ y + 2z − 2 et h2 (x, y, z) = x2 + y2 − z.

2. Nous avons :

(a) Soit (xn, yn, zn) une suite de D telle que (xn, yn, zn) −−−−→
n→+∞

(x̄, ȳ, z̄). Nous avons

{
xn + yn + 2zn = 0,

zn = x2n + y2n.
−−−−→
n→+∞

{
x̄+ ȳ + 2z̄ = 0,

z̄ = x̄2 + ȳ2.
⇒ (x̄, ȳ, z̄) ∈ D ⇒ D fermé.

(b) On suppose que D non borné, alors il existe une suite (xn, yn, zn) ∈ D telle que

(xn, yn) −−−−→
n→+∞

(x̄, ȳ) et zn −−−−→
n→+∞

+∞.

Donc, on a :
{
xn + yn + 2zn = 2,

zn = x2n + y2n
−−−−→
n→+∞

{
+∞ = 2,

+∞ = x̄+ ȳ
⇒ contradiction.

3. La fonction f continue sur un sous-ensemble fermé et borné D. D’après théorème de Weirestrass, les
deux problèmes (P1) et (P2) au moins une solution globale.

4. Soient α, β ∈ R. Nous avons :

α∇h1 (x, y, z) + β∇h2 (x, y, z) = 0⇔





α + 2βx = 0,

α + 2βy = 0,

2α− β = 0.

⇒ α = β = 0,

d’où, tous les points de D sont réguliés.

5. La fonction de Lagrange donnée par :

L (x, y, z) = x2 + y2 + z2 + λ1 (x+ y + 2z − 2) + λ2
(
x2 + y2 − z

)
.

La condition de Lagrange donnée par :




2x+ λ1 + 2λ2x = 0,

2y + λ1 + 2λ2y = 0,

2z + 2λ1 − λ2 = 0,

x+ y + 2z = 2,

x2 + y2 = z.

⇔





(2 + 2λ2)x = −λ1,
(2 + 2λ2) y = −λ1,
z = 1

2
(λ2 − 2λ1) ,

x+ y + 2z = 2,

x2 + y2 = z.

(a) Si λ2 = −1, alors λ1 = 0 c’est à dire z = −1/2 impossible.
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(b) Si λ2 6= −1, alors on a :

x = y =
−λ1

2 + 2λ2
et z =

1

2
(λ2 − 2λ1) .

D’autre part, nous avons :
{
x+ y + 2z = 2,

x2 + y2 = z.
⇔
{ −2λ1

2+2λ2
+ λ2 − 2λ1 = 2,

2λ21
(2+2λ2)

2 = 1
2

(λ2 − 2λ1) .
⇔ 2x2 + x− 1 = 0,

d’où x1 = −1 et x2 = 1/2. Nous avons 6 = f (−1,−1, 2) > f (1/2, 1/2, 1/2) = 3/4.

i. (−1,−1, 2) est le point le plus éloigné de l’origine.

ii. (1/2, 1/2, 1/2) est le point le plus proche de l’origine.
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Corrigé d’exercice 2: 1. Nous avons :

ϕ (r cos θ, r sin θ) = (r cos θ − 1)2 + r2 sin2 θ = r2 − 2r cos θ + 1.

lim
‖(x,y)‖→+∞

ϕ (x, y) = lim
r→+∞

(
r2 − 2r cos θ + 1

)
= lim

r→+∞
r2
(

1− 2 cos θ

r
+

1

r2

)
= +∞,

d’où ϕ est coercive.

2. Soit (xn, yn) ∈ Ω1 telle que (xn, yn) −−−−→
n→+∞

(x̄, ȳ). Nous avons :

(xn, yn) ∈ Ω1 ⇒ 2αxn ≤ y2n −−−−→
n→+∞

2αx̄ ≤ ȳ2 ⇒ (x̄, ȳ) ∈ Ω1 ⇒ Ω1 fermé.

3. D’après la coercivité de la fonction ϕ et Ω1 fermé, alors le problème (P3) admet au moins un point
de minimum global.

4. On pose g (x, y) = 2αx− y2. Les conditions de KKT données par :




µ ≥ 0,

2 (x− 1) + 2αµ = 0,

2y − 2µy = 0,

µ (2αx− y2) = 0.

⇔





µ ≥ 0,

x = 1− αµ,
(1− µ) y = 0,

µ (2αx− y2) = 0.

(a) Si µ = 0, alors 2αx < y2 c’est à dire x = 1 et y = 0 mais (1, 0) /∈ Ω1, donc impossible.

(b) Si µ > 0, alors 2αx = y2

i. Si µ 6= 1, donc x = y = 0 et µ = 1/α.

ii. Si µ = 1, donc x = 1− α et y = ±
√

2α (1− α)

Les points de KKT sont (0, 0),
(

1− α,
√

2α (1− α)
)

et
(

1− α,−
√

2α (1− α)
)

. D’autre part, les
trois points de KKT sont actives et

∇g (x, y) = (2α,−2y)T 6= (0, 0) ,

d’où les trois points de KKT sont réguliés.

5. Nous anons :

α (2− α) = f
(

1− α,±
√

2α (1− α)
)
< f (0, 0) = 1,

d’où, les dux points
(

1− α,
√

2α (1− α)
)

et
(

1− α,−
√

2α (1− α)
)

sont des points de minimum
global du problème (P3).

6. La matrice hessienne donnée par :

∇2L (0, 0, 1/α) = ∇2ϕ (0, 0) +
1

α
∇2g (0, 0) =

[
2 0
0 2− 2

α

]

Le point (0, 0) est un point active et µ = 1/α > 0. Donc, on calcul l’espace tangent au point (0, 0) :

T ∗ (0, 0, 1/α) =
{

(x, y) ∈ R2 : Dg (0, 0) (x, y) = 0
}

= {(0, y) /y ∈ R} .

Pour tout y ∈ R∗, nous avons :

[
0 y

] [2 0
0 2− 2

α

] [
0
y

]
=

2 (α− 1)

α
y2 < 0,

donc, (0, 0) est un point de maximum local strict de ϕ sur Ω1.
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7. (a) Nous avons :

∇2ϕ (x, y) =

[
2 0
0 2

]

La fonctiion ϕ est strictement convexe sur Ω2. D’autre part, soient (x1, y1) , (x2, y2) ∈ Ω2 et
λ ∈ [0, 1]. Nous avons :

(1− λ) (x1, y1) + λ (x2, y2) = ((1− λ)x1 + λx2, (1− λ) y1 + λy2) .

Donc, on a :
{

2αx1 ≥ y21,

2αx2 ≥ y22.
⇒ 2α [(1− λ)x1 + λx2] ≥ (1− λ) y21 + λy22 ≥ [(1− λ) y1 + λy2]

2 ,

d’où ((1− λ)x1 + λx2, (1− λ) y1 + λy2) ∈ Ω2, donc Ω2 convexe. Alors, le problème (P4) est
convexe.

(b) Les conditions de KKT données par :




µ ≥ 0,

2 (x− 1)− 2αµ = 0,

2y + 2µy = 0,

µ (y2 − 2αx) = 0.

⇔





µ ≥ 0,

x = 1 + αµ,

(1 + µ) y = 0,

µ (y2 − 2αx) = 0.

i. Si µ = 0, alors y2 < 2αx et x = 1 et y = 0.

ii. Si µ > 0, alors y2 = 2αx et x = y = 0, mais µ = −1/α impossible.

La solution du problème (P4) est le point (1, 0).
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