1"¢ Année Master (AMN)

Semestre : 1 p— 4 Examen final
o . c alusoll - alidgs 3030 oly . ;
Matiere : Ana. Matri. et optimisation 1 Unveraits Mohamed Eouda - i Durée : 1 : 30Min

Exercice 1. (08pts). Soit une famille des cercles C,, définie par :
Cy = {(;U,y) eR?:(z—a)’+(y—a) =1, a>0}.

Pour déterminer les points de Cj, les plus proches et les plus éloignés du point A de coordonnées (0, 0), on considére
les problémes d’optimisation suivants :

P . {minf(x,y)

@.4) € C Q) : {maxf(m,y)

(z,y) € C,

ot f : R? — R est une fonction définie par f (z,y) = 22 + y>.
1. Montrer que les deux problemes (P) et (@) admet au moins une solution globale.
2. Montrer que tous les points de C, sont réguliers.
3. Résoudre les deux problemes (P) et (Q).
4. Sia < 0 et sans calcul, déduire les solutions des problemes (P) et (Q).
5. Calculer la distance minimale et la distance maximale entre le point A et le cercle C,, quand a — 0.

Exercice 2. (12pts). Soit ¢, : R?> — R une fonction définie par ¢, (z,y) = 22 + y? + axy ol « est un parametre
réel. On considere les deux problemes d’optimisation avec contraintes suivant :

(1) {znaxcpa (x,9) @ {mincpa (z,9)
x,y) € N (z,y) € Qo

o O :={(z,y) e R? 1 y <a?} et Uy := {(w,y) e R? : y > 27}

1. Pour quelles valeurs de o, ¢, est-elle convexe sur R? ?

2. On pose v = —2.
(a) Montrer que la fonction ¢ n’est pas coercive.
(b) Montrer que le sous-ensemble {2; n’est pas borné.
(c) Ecrire les conditions de Karush-Kuhn-Ticker du probléme (1).
(d) Montrer que le probleme (1) n’admet aucune solution.

3. On pose o = 2.
(a) Montrer que le probléme (2) est convexe.
(b) Ecrire les conditions de Karush-Kuhn-Ticker du probleéme (2).
(c) Résoudre le probleme (2).

4. On pose o = 41/2/3. Soit le probléme d’optimisation suivant :

3) min ¢, (z,y)
. (.’E,y) € Q1NN

(a) Montrer que le probléeme (3) est équivalent le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(4) : min ¢, (z) = 24 + az® + 22
|z ek

(b) Résoudre le probleme (4).

(c) Déduire la solution du probleme (3).
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Corrigé d’exercice 1: 1. Nous avons :

(a) Soit (zy,yn) € C, telle que (zy, y,) — (T, 7). Alors,on a :
n——+0o00

($n_a)2+(yn_a)2:1:>(j_a)2+(y_a)2:1:>(x7y)ec{u

d’ou C, est fermé.

(b) Soit (z,y) € C,. Nous avons :

2 +y?=1-2a>+2a(z+y),
(z—a)l+@W—a?=1={z<1+a, = 22 +y? < 2d® 4+ 4a + 1.
y<l+a,

Dong, il existe M = v/2a? + 4a + 1 tel que ||(z,y)|| = V22 + y? < M, d’ou C,, est borné.

D’autre part, la fonction f est continue sur C,. Alors, d’apreés théoreme de Weierstrass les problemes (P) et
(@) admet au moins une solution globale.

2. Onpose h (z,y) = (x — a)* + (y — a)* — 1. Nous avons :
V(z,y) € Co: Vh(z,y) = (2 — 2a,2y — 2a)” # 0 = tous les points de C, sont réguliers.
3. La fonction de Lagrange est donnée par :
L(z,y,\) = f(z,y) + M (v, y) =22 + 2 + A ((z—a)2 +(y—a)?— 1) .

La condition de Lagrange est donnée par :

20+ A\ (22 — 2a) =0, 14+ XNz =al
2y + A (2y — 2a) =0, < {1+ A)y=ar,
(:Ufa)QJr(yfa)Q:l. (xfa)QJr(yfa)Q:l.

(a) Si A = —1 = a = 0impossible.
(b) SiA# —1,nousavons x =y = aA\/ (1 + \),donc \; = av2 — 1 et \a = —av/2 — 1. Les points sont

(- o) e )

N S _ 9,2

Nousavonsf(a 7500 \/i>—2a +1<f<a+\/§,a+f> =242 + 2v/2a + 1. Alors,
1 1

- (a 73 ﬁ) est la solution du probleéme (P).

(P
- (a + %, a+ %) est la solution du probleme (Q).
4. Sia < 0, nous avons : f (a— %,a— %) =2a2+1>f (a—l—%,a—%— %) = 2a% 4+ 2v/2a + 1. Alors,
- (a + %, a+ %) solution du probleme (P).
- (a - %, a— %) solution du probleme (Q).
5. Quand a — 0, le point A devient le centre du cercle C,. Donc,

La distance minimale = La distance maximale = 1.
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Corrigé d’exercice 2: 1. Nous avons :

2 «
Va (Q?, y) - (21’ +ay, 2y + ax)T ) VQ()OO& (1’, y) - |:Oé 2:|

La fonction ¢, est convexe si tr (VZpq (z,y)) = 4 et det (V2pq (2,y)) = 4 — a® > 0. Donc, les valeurs de
a € [-2,2].
2. Onpose o = —2.
(a) Soity = x. Nous avons ¢ (z,x) = 0, d’olt ¢, n’est pas coercive.

(b) On suppose que €2; est borné. Soit (z,, y,) € € telle que z, = 1 + 1/n et y, = —e™. Nous avons :

fﬂi + yfl m 400 = () n’est pas borné.

(c) On pose g (z,y) = y — z%. Les conditions de KKT sont données par :

w =0,

—2z 4+ 2y — 2uzx =0,
—2y+2x+pu=0,
u(y—xz):Q

i. Si u=0,doncy < 2% ety = x, alors les points de KKT sont {(z, ) /x € ] —00,0[ U] 1,400 [}.
ii. Sig>0,doncy=a?etz=1/2,doncy =1/4etu = —1/2,alors impossible.
(d) La contrainte est non active au point (z, x) pour tout z € | —o00,0[ U] 1,400 [. D autre part, nous avons :
tr (V2<,0a (z,2)) = 4etdet (V24pa (z,x)) =0,
d’ott V2, (z, x) est semi-définie positive. D apres la condition nécessaire d’optimalité de seconde ordre,
le probléme (1) n’admet aucune solution.

3. On pose o = 2. Nous avons :

(a) D’apres la question 1. la fonction ¢, est convexe. Reste 2 montrer que ()5 est convexe. Soient (z,y) , (z/,y') €
Qs et A € [0, 1], avec la convexité de la fonction z 22, nous avons :

1=Ny+X/ > (1—)\)x2+)\(x’)22 [(I—A)x—i-)\x'f.
Par conséquent, [(1 — Nz + A2/, (1 =N y+ANJ/] = (1=X) (z,9) + A(@,y) € Qo, d’obt Qs est

convexe.

(b) On pose g (z,y) = 22 — 3. Les conditions de KKT du probléme (2) sont données par :

p =0,

2z + 2y + 2pux = 0,
20422 — p =0,
u(m2—y):0.

(c) Nous avons :
i. Sip=0,alorsy > 22 ety = —u, alors les points de KKT sont {(x, —z) /z € | — 1,0[}.
ii. Sip>0,alorsy=a?etx=—1/2,doncy = 1/4et = —1/2, alors impossible.
Par conséquent, le probléme (2) est convexe, donc les points {(x, —x) /= € ] — 1,0} sont des solutions
globales du probleme (2).
4. On pose o = 4v/2/3.
(a) Soit (z,y) une solution du probléme (3). En remplagant la contrainte y = 22 dans ’équation objective
(o, On obtient la fonction ¢,. Réciproquement, on pose y = z2 dans la fonction ¢, on obtient (3).
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(b) Nous avons :
2
oL, (z) = 423 + 4v/22% 4 20 = 4z (m+\/§/2) —0=z=0o0uz=—2/2.

La dérivée seconde de ¢,, est donnée par ¢/ (z) = 1222 + 82z + 2.
i. Pour z =0, ¢ (0) =2 > 0, alors x = 0 est un point de minimum local strict.
ii. Pourz = —v/2/2, ¢/, (—v2/2) = 0, alors z = —+/2/2 est un point d’inflexion.
Par conséquent, x = 0 est une solution locale strict du probleme (4).

(c) La solution du probléme (3) est le point (0, 0).
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