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Corrigé d’exercice 1: 1. Nous avons :

Vh““w=<%—ay+&%—ax—®TaVH;uw%=[2 zﬂ

—«
fa est convexe si et seulement si

det (V2 =8—-0a?>>0
e (V2 fa (z,y)) Y=Y sael2va2v).
tr (V2fa (z,y)) =6 >

2. Onpose h (x,y) =z +y — 3. Alors, Vh (z,y) = (1, 1)T = 0, donc tous les points de C sont réguliers.
3. On suppose que |a| < 2v/2.

(a) Nous avons la fonction f, est convexe d’apres la question 1. et le domaine C est un droite donc convexe. Alors, le probleme

(1) est un probleme d’optimisation convexe.
(b) La fonction de Lagrange est donnée par :
Lz,yN)=22+2—azy+3z—4dy+A(z+y—3).

Alors, la condition de Lagrange :

20 —ay+3+A=0, 20 —ay = —3 — A,
/ ’ (2+a)e—(“+a)y=-T,
dy—ar—4+2=0, &< —ax+dy=4—-\ & n 3
x =3.
z+y—3=0. T+y=3. Y
Donc, nous avons :
x_3a—|—5 _3a—|—1?)e _3a’4+a—-28
T 2+6 YT 2a+6 "7 2a+6

o s ST : : 5 3a+5 3a+13
D’apres la condition suffisante d’optimalité de premier ordre la solution du probleme (1) est (2a 6> oare )

4. On pose a = 3.
(a) On pose y = x. Nous avons : f, (z,x) = —z. Alors f, (x,x) Z2H0, oo, Cest A dire f, n’est pas coiercive.
(b) La fonction de Lagrange est donnée par :
L(x,y,\) =22 +2y° —3xy+3z—4y+ Nz +y—3).

Alors, la condition de Lagrange :

2r —3y+3+A=0, 20 — 3y = —3 — ),

S5r — Ty = —T7,
dy—3zx—44+)2=0, & -3z+4dy=4—-)\ & N 3

2 —
z4+y—3=0. z4+y=3. Y

Alors,onaxz = 7/6,y = 11/6 et \ = 1/6. La matrice hessienne est donné par

V2o (,y) = {33 _ﬂ

et I’espace tangent est donné par :
T*(7/6,11/6,1/6) = {(x,y) - Dh (7/6,11/6) (z,y)" = o} ={(z,~z):z € R}.

Pour tout 2 # 0, nous avons :

[z —a] [_23 ’43] {x} =122% > 0.

Donc, le point (7/6,11/6) est un point de minimum local strict de f, sur C c’est a dire est un solution locale stricte du

probléme (1).
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5. On pose o = —3.
(a) On suppose que le probleme (1) admet une solution noté par (x*, y*). Alors, cette solution vérifiant la condition de Lagrange.

Nous avons :
20 +3y* +3+ A =0, 20 +3y* = -3 — A,
oyt =7,
dy* + 32" —44+A2=0, & 3" +4y*=4-) @{ F =3
¥ +y* =3.
¥ 4+y*—3=0. ¥ +y*=3. Y

= (impossible).

Alors, le probleme (1) n’admet aucune solution.

Corrigé d’exercice 2: 1. Nous avons :

«
Voo (2,y) = (20 +ay,2y +az)" | Vipq (2,y) = [a 2}

La fonction ¢, est convexe si tr (V24 (7,y)) = 4etdet (V2pq (z,y)) =4 — a? > 0. Donc, les valeurs de o € [—2,2].

2. On pose o = —2.
(a) Soity = z. Nous avons ¢ (z,z) = 0, d’olt ¢, n’est pas coercive.
(b) On suppose que §2; est borné. Soit (x,,,y,) € Q telle que z,, = 1+ 1/n et y, = —e™. Nous avons :

al +yp m +00 = (21 n’est pas borné.

(c) On pose g (z,y) = y — 2. Les conditions de KKT sont données par :

w20,

—2z 4+ 2y — 2px =0,
—2y+2x+p=0,
u(y—wz)ZO.

i. Sip=0,doncy < 22 ety = z, alors les points de KKT sont {(z,z) /x € | — 00,0[ U] 1, +oco[}.
ii. Sipg>0,doncy =x?etx=1/2,doncy=1/4etu = —1/2, alors impossible.
(d) La contrainte est non active au point (z, x) pour tout z € | — 00,0[ U ] 1, 400 [. D’autre part, nous avons :

tr (V¢a (z,2)) = detdet (Vpq (z,2)) =0,

d’ott V2, (z, ) est semi-définie positive. D’aprés la condition nécessaire d’optimalité de seconde ordre, le probleme (1)

n’admet aucune solution.

3. On pose o = 2. Nous avons :
(a) D’apres la question 1. la fonction ¢, est convexe. Reste & montrer que )5 est convexe. Soient (x,y), (z',y’) € Qg et

A € [0, 1], avec la convexité de la fonction x 22, nous avons :
T=Ny+Ax/>1=N22+ @) >[(1—-N)z+ ]

Par conséquent, [(1 —A)z+ A2/, (1 =Ny + X/ = (1= (z,y) + A(@',y) € Qa, d’ott Q5 est convexe.
(b) On pose g (x,y) = 2% — y. Les conditions de KKT du probléme (2) sont données par :

=0,

22 + 2y + 2px = 0,
20+ 2x — p =0,
u($2fy):0.

(c) Nous avons :
i. Sip=0,alorsy > 2% ety = —u, alors les points de KKT sont {(z, —x) /x € ] — 1,0[}.

ii. Sip>0,alorsy=x2etx=—1/2,doncy = 1/4etpu = —1/2, alors impossible.
Par conséquent, le probleéme (2) est convexe, donc les points {(z, —x) /z € ] — 1,0[} sont des solutions globales du pro-
bleme (2).

4. On pose a = 4\/5/3.
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(a) Soit (x,y) une solution du probléme (3). En remplagant la contrainte y = 22 dans I’équation objective ., on obtient la
fonction ¢é,,. Réciproquement, on pose y = 2 dans la fonction ¢,,, on obtient (3).

(b) Nous avons :
. 2
¢;(x):4w3+4\/§z2+2x:4x(1'+\/5/2) —0=z=00uz=—2/2.

La dérivée seconde de ¢,, est donnée par ¢/’ (x) = 1222 + 8/2x + 2.
i. Pour z =0, ¢/ (0) = 2 > 0, alors z = 0 est un point de minimum local strict.
ii. Pourz = —/2/2, ¢/, (—v/2/2) = 0, alors = —/2/2 est un point d’inflexion.
Par conséquent, x = 0 est une solution locale strict du probleme (4).
(c) La solution du probleéme (3) est le point (0, 0).
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