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Corrigé d’exercice 1: 1. Nous avons :

¢ (rcosf,rsinf) = (rcos —1)* 4+ r?sin® 0 = 1% — 2r cos 0 + 1.

_ 2 0 1
lim  ¢(x,y) = lim (r2 — 2rcosf + 1) = lim 7r? (1 _ 208 4 2) = 400,
ll(z,y)[|—+o0 r—+00 oo r r +

d’ou ¢ est coercive.

2. Soit (y, yn) € O telle que (xy,, y,) — (Z, 7). Nous avons :
n—+o0o

(Tn,yn) € QU = 20z, < y2 -—Jr—% 207 < 7% = (Z,7) € O = Q) fermé.
n——+0o0

3. D’apres la coercivité de la fonction ¢ et 1 fermé, alors le probleme (P3) admet au moins un point de
minimum global.

4. Onpose g (z,y) = 2ax — y2. Les conditions de KKT données par :

p =0, p =0,
2(x—1)+2ap =0, N r=1-—apu,

2y —2uy =0, (I—-py=0,
u(2amfy2) =0. u(2aﬂcfy2) =0.

(a) Sip = 0,alors 2ax < y? c’esta dire x = 1 et y = 0 mais (1,0) ¢ ©Qy, donc impossible.
(b) Sip > 0, alors 20z = 2

i. Sipg#1l,doncz=y=0etpu=1/c.

ii. Sig=1,doncz=1—aety ==+ 2a(l—a)

Les points de KKT sont (0, 0), (1 —a,\/2a(1 — a)) et (1 —a,—/2a (1 - a)). D’autre part, les
trois points de KKT sont actives et

Vg (ZE,y) = (201, _2y)T # (07 0) )

d’ot les trois points de KKT sont réguliés.

5. Nous anons :
a@—a)zf@—aj:2aﬂ—a»<fUMD=L
d’ot, les dux points (1 —a,\/2a (1 — a)) et (1 —a,—/2a (1 — a)) sont des points de minimum

global du probleme (P3).

6. La matrice hessienne donnée par :

1
VZL(0,0,1/a) = V2 (0,0) + —V?¢(0,0) = [(2) - 2]
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Le point (0, 0) est un point active et © = 1/ > 0. Donc, on calcul I’espace tangent au point (0, 0) :

T*(0,0,1/a) = {(z,y) € R? : Dg(0,0) (z,y) = 0} = {(0,y) /y € R}.

Pour tout y € R*, nous avons :

IR

dongc, (0,0) est un point de maximum local strict de ¢ sur ;.

Corrigé d’exercice 2: 1. La modélisation de ce probleme est :

min g (x,y) = 4.10° (10 — y) + 5.10°z,

h(z,y) =2 —y> -9,

g1 (2,y) = -2 <0, )
g2(z,y) =3 -y <0,

g3 (2,y) =y — 10 <0.

2. Soient (zy, yn) € . Alors, nous avons :

22 —y2 —9=0et z,>0 et 3<y, <10.

n

Par passage  la limite n — 400, on obtient (x,y) € {2 d’olt  est fermé.
D’autre part, nous avons :

¥ (2,y) €, [I(z,y)| = Va2 +y2 = V22 +0.

Donc,on a:

d’ou 2 est borné.

3. La fonction g est continue sur €2 et 2 est fermé et borné. donc, avec le théoreme de Weierstrass, le
probléme d’optimisation (13) admet une solution globale c’est a dire un point de minimum global.

4. Nous avons Vh (z,y) = (22, —2y)” # 0 puisque y > 0, donc tous les points de £ sont réguliers.

5. Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont :

5.10° + 2\z — 1 = 0, (3)
—4.10° — 2 \y — o + p3 = 0, 4)
2?2 —y? =09, (5)
x>0, (6)
3<y <10, (7)
p1x =0, (8)
p2 (3—y) =0, )
p3 (y —10) = 0. (10)

6. Nous avons :
(a) On suppose que u1 > 0, implique que = = 0 donc y? = —9, ce qui est impossible. Alors, 17 = 0
etx > 0.
(b) On suppose que p2 > 0, implique que y = 3 donc = = 3v2 et A = —56'}/0;, p3 = 0, ug =

—4.10° + %.3 < 0 ce qui est impossible. Donc, g = 0ety > 3.
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(c) On suppose que p3 > 0, implique que y = 10, donc z = /109, A = 25\/11% et uz = 4.10° —

2.10. 25\/1% < 0, ce qui est impossible. Donc, us = 0 ety < 10.

. . . o . 5.10° _ 4 10
Flnalemeglt, A # 0 nécessairement, puis x oy ety = . Puisque 22 — ¢?
A= —10 Ainsi,

=9, il vient
r=>5 et y=4.
7. le colit optimal de 1’autoroute est donné par :

g (4,5) = 24.10° + 25.10° = 49000008$.

Corrigé d’exercice 3: 1. Nous avons :

(a) @ est continue sur C.

(b) Montrons que C' est fermé : soit (x,,, yn) € C avec (Zn, Yn) R (Z,7). Donc, on a :
n—-+oo

Tn 20y > 0520, + 2y, >a=>2>0;>0;2+2y >a= (Z,y) € C.
(c) Montrons que C' et borné : on suppose que C n’est pas borné. alors il existe (z,,, y,) € C telle que

Tn —>Oetyn—>+oo
n—-+oo n—-+oo

Donc,ona:
Ty + 2yn < a = 400 < a impossible.

D’apres théoreme de Weierstrass, le probleme (10) admet au moins une solution globale.

2. On suppose que y* = 0, alors ¢ (z*,0) = 0. D’autre part, z* représente un travail salarié et y* repré-
sente une quantité des engrais, donc ¢ (z*, y*) > 0 d’ou contradiction. Alors, y* > 0.
3. Nous avons :

*

Y

P 1 -
. % 2,/(1000+2*)y* 2'\/ 1000+2*
x = *
Vo (@', y") = | "Viooosa 1 /1000+a*
24/(1000+z*)y* 2 y*

4. On pose f (z,y) = —¢ (2,9), g1 (z,y) = —x, g2 (x,y) = —yet g3 (,y) = = + 2y — a. Alors, Les
conditions d’optimalités de KKT sont données par :

M1, 2, (43 > 07

—3\/ Too0gas — 11+ 13 =0,
1 1000+z
3\ T — p2 + 2pu3 =0, (11)

prx* =0,
pay* =0,
ps (2% 4+ 2y* —a) = 0.

D’apres la question 2., nous avons y* > 0, donc o = 0. Le systeme (11) devient :

M1, U3 2 07
— 3\ Toabrer — 1+ i3 =0,
—1 10 4 9y =0, (12)

pwiz* =0,
us (x* +2y* —a) = 0.
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Nous avons :

Le systeme (12) devient (4 = ji1)
=)
m = —2u+ % 1003:r$*7

pa* =0,
" 4+ 2y* = a.

5. On pose a = H00€. Nous avons

(a) Nous avons :
Vs (z,y) = (1,2)7 # 0= (2*,y*) estun point régulier.

(b) Sip =0, alors * > 0. Nous avons :

y* _ = 1 IOOO:r:c* 2% — ¥ = 1000
\/ 1000+ 2\/ PR S " & x, = —250 impossible.
z* + 2y = 500. =" +2y" = 500

Si p > 0, alors z* = 0, donc y* = 250 et 4 = 1/2. 1a solution globale du probleme (10) est le point
(0,250).
(c) La quantité de blé produite est donnée par :

¢ (0,250) = 500.

6. Lagriculteur fasse appel a de la main d’ceuvre, alors z* > 0 donc ;¢ = 0. Nous avons résoudre le
systéme suivant :

2y* — x* = 1000, . a—1000 . a4+ 1000
Srfr=——>0c¢t y=—"7—.
¥+ 2y* = a. 2 4
Donc, la valeur minimale de a est ¢ = 1001 €.
Corrigé d’exercice 4: 1. Nous avons :
Vion (.y) = 4(1 —a)a® et Viou (2,y) = 12(1 —a) 2? 0
PV T 41+ a)y? P i) = 0 12(1+a)y?

4 est convexe sur R? si et seulement si V2, (z,) est semi-définie positive sur R? c’est a dire

9 _ 2) 2,2
{det(V ¢a (z,y)) = 144 (1 - a?) 2%y* > 0, = ae[-1,1].

tr (Vg (z,y)) =12[(1 —a)z?+ (1 +a)y*] >0
2. Soit (xn,yn) € Q1 avec (zy, yn) — (Z, 7). Nous avons :
(Tnyyn) € Q1 = xi—i—yg >1l=2+3P2>1= (Z,7) € Q1 = Q est fermé.
3. On pose a = 1/2. Nous avons : ¢, (z,y) = % (z* + 3y%).

(a) Nous avons :

4

lim @, (z,y) = lim T (1-2 sin? -4 sin* 0) = 400 = @, est coercive.
[l (,y)l[—=+o0 2

Car pour tout € R, 1 — 2sin? (§) + 4sin* (6) > 0.
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(b) D’apres la coercivité de ¢, et 1 est fermé, alors le probleme (P3) admet au moins une solution.
(c) Onpose g(x,y) =1 — 2% — 3. Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont données par :

i. Sip=0,alors 22 +y? > letx =y = 0 (impossible).
ii. Sip > 0,alors 22 4 % = 1. Nous avons :

z=0o0uz ==/,
y=0ouy=++/1/3.

Les points sont (0, +1) avec u = 3, (£1,0) avec u = 1 et (:l:?, :l:%) avec = 3/4.

(d) Nous avons :
fa (1,0) = 1/2, 0, (0,41) = 3/2 et o, (£V3/2,+1/2) = 3/8,

d’o les points (v/3/2,1/2), (—v/3/2,-1/2), (vV3/2,—1/2) et (—V/3/2,1/2) sont solutions du
probleme (P3).
(e) Nous avons :

i. Pour les points (0,+1) et 4 = 3, nous avons :
) o 0] o -2 0
\Y Pa (07 :tl) - |:O 18 ’ \Y% g (CL‘, y) - 0 )

L(0,£1,3) = V7, (0,£1) + 3V7¢ (0, £1) = {06 102}

T*(0,£1,3) = {(x,0) /x € R}.

Pour tout = # 0, nous avons :

[z 0] [_06 102] m = 62 <0,

d’ott (0,+1) sont des points de maximum local strict de ¢, sur €.
ii. Pour les points (+1,0) et u = 1, nous avons :

, L6 0] s RE
Vo0 =[5 o] Voo - 70

L(£1,0,1) = V?pq, (£1,0) + Vg (£1,0) = E _02]
T*(£1,0,1) = {(0,y) /y € R}.

Pour tout  # 0, nous avons :

[0 9] B 02] [2] = -2y% <0,

d’ot (£1, 0) sont des points de maximum local strict de @, sur §2;.

4. Onposea = 1.
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(a) D’apres la question 1., la fonction g, est convexe. Soient (1,y1) , (x2,y2) € Qo et A € [0, 1]. Nous
avons :

(x1,71) € Qe = 27 +yf < 1,
(22,y2) € Qo = 23 + 93 < 1.

D’apres la convexité de la fonction z — 2%, on a :

(1= N) @1+ Azo]® + [(1 = Ay + Ayo]® < (1= N) (27 +9d) + A (23 +3)
<A=-N+Xr=1,
d’ou €5 est convexe.

(b) On pose @, (z,y) = 2y* et g (x,y) = v2 + y*> — 1. Les conditions de KKT du probleme (P4) sont
données par :

=0,
px =0,
y (4y® + 1) =0,
u(x2+y2—1):

i. Sip>0,alors2? +9%> =1, =0ety = +1. Mais u = —4 < 0 (impossible).
ii. Sip = 0,alorsz? +y%> < 1,y = 0et2? < 1. donc, les points sont donnés par 1’ensemble
suivant :

{(z,0) /Jz e | -1,1]}.

Corrigé d’exercice 5: 1. Nous avons :

1 0 O
Vi(z,y,2) = (x—20,y,2—20)" , Vif(x,9,2) =0 1 0
0 0 1

Alors, V2f (z,y, ) est définie positive sur R? donc f est une fonction strictement convexe. D’autre
part, I’ensemble C est I’intersection d’une disque fermé et un plan donc C est convexe. par conséquent,
le probleme (P) est convexe.

2. Onpose h (z,y,2) = x+z—1etg(z,y, z) = 2% +y?+2%—1. Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker
pour le probleme (P) sont données par :

w >0, (13)
x—x9+ A+ 2pux =0, (14)
y+2puy =0, (15)
z2—20+A+2uz=0, (16)
p(z® +y*+22—1) =0, (17)
2?4+ + 22 <1, (18)
r+z=1. (19)

Le probleme (P) est convexe, donc les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (13)-(19) sont des conditions
nécessaires et suffisantes.

3. Soit (x*,y*, z*, \*, u*) € R® un point qui satisfait les conditions KKT (13)-(19). D’apres (13) et (15),
nous avons 1 + 2u* > 0, alors y* = 0.

4. On suppose que p* = 0, avec (17) alors

() + (2%)? < 1. (20)
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(a) En utilisant (14), (16) et (19), on obtient :

5 = 10 — \*, x*:%(mo—zo—i-l),
2* =20 — N\, Q2 =3(20—20+1), 21
A*:%(xo—l—zo—l). A*:%(ﬂco—l—zo—l).
(b) En utilisant (20) et (21) , on obtient :
‘ZCO — Zo| < 1. (22)
. On suppose que p* > 0, avec (17) on obtient :
(@) + (z%)° = 1. (23)
(a) En utilisant (14) et (16), on trouve :
(1+2u*) 2" =x9 — N, (24)
(T4+2u™) 2" =29 — A" (25)
En sommant (24) et (25) et avec (19), on obtient :
14 2u" = x9 + 20 — 2)\*. (26)
D’autre part, en utilisant (24), (25) et (23) on obtient :
(1+20%)% = (20 — )% + (20 — A*)?. 27)
En remplagant (26) dans (27), on trouve :
(zo + 20 — 20")2 = (w0 — A*)2 + (20 — A*)2. (28)
(b) Avec simplification de 1’équation (28), on obtient :
()\*)2 — (.CC() + ZO) N+ Toz0 = ()\* — .%'0) ()\ — Zo) =0=)\"= o ou = 20-
(c) D’apres (26), nous avons :
— Si \* = xg, alors p* = %(zo —xo—1)
— Si \* = z, alors p* = % (g —20—1)
(d) Nous avons :
— Si M =uxg,alorsxg — 290 < —1,z" =0etz* = 1.
— Si AN =zg,alorsxzg— 29 > 1, 2" =1letz*=0.
. La solution de () est donnée par :
— Si|zg — 20| < 1, alors
x*z%(mo—z0+1),
y* =0,
z*:%(zo—xo—i-l),
/\*Z%(wo—l-Zo—l),
w*=0.
— Sixg— 29 < —1, alors
x* =0,
yr =0,
* 17
)\* = xo,
pr =3 (20 —mo—1).
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— Sixg— 29 > 1, alors

¥ =1,
y* =0,
z*=0,
)\*—Zo,

Corrigé d’exercice 6: 1. La fonction f est continue sur D. Soit (2, y,) € D telle que

Nous avons :
(xn,yn)ED:>1gx%+yg§4:>1§£2+52§4:>Destfermé.

Pour tout (z,y) € D,onal < ||(z,y)|| = v/ + y?> < 2. Alors, D est borné. Par conséquent, d’apres
théoreme de Weierstrass, les deux problemes ( P) et (@) admettent au moins une solution globale.

2. Onpose g1 (z,y) = 2®+y*>—4et g (x,y) = 1—2—1>. Alors, les conditions de Karush-Kuhn-Tucker
du probléme (P) sont données par :

p1 = 0,pu2 >0, p1 = 0,pu2 >0,

—2x + 2 — 20w = 0, (=14 p1 —p2)z =0,

1+ 2my — 2u2y = 0, & 1+2(m —p2)y =0, (29)
p (z2+y*—4) =0, p (2 +y*—4) =0,
,ug(l—xz—yQ):O. ,ug(l—xz—yQ):O.

3. Pour résoudre le systeme (29), nous avons :

(@) Sipy = po = 0,donc 1 < z2 +y? < 4. D’apres equ. 2 de systeme de KKT, on obtient 1 = 0, donc

contradiction.
(b) Sip = 0etpy > 0,alors 2% + y? < 4 et 22 + 32 = 1. le systtme de KKT devient :
1+ =0,
(14 pz) Sa=0,y=1/2u = s = 1/2.
1 —2uoy =0.

Alors, le point possible est (0, 1).
(c) Sipg > 0etpuy =0,alors 22 + y? = 4 et 22 + y? > 1. le systeme de KKT devient :

(Ml_l)x:()a
1421y =0.

i. Sipg = 1,alorsy = —1/2 et z = £/15/2. les points possible sont (v/15/2,—1/2) et
(_\/ﬁ/z _1/2)‘
ii. Sipg #1,alorsx =0ety = —1/2u1 et u1 = 1/4. Alors, le point possible est (0, —2).
(d) Sipg > 0etps > 0,alors 1 = 22 + y? = 4, donc impssible.

Nous avons :
F0,1) =1, f (i\/ﬁ/z 4/2) = %7 et (0, -2) = —2.

Alors, les points (v/15/2, —1/2) et (—v/15/2, —1/2) sont des solutions globales du probleme (P) et
le point (0, 1) est la solution globale du probleme (Q).
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4. Pour le point (0, —2) et u; = 1/4 et uy = 0. la matrice hessienne est donnée par :

L(0,-2,1/4,0) = V£ (0,-2) + { V%1 (0, ~2) = [‘f)/ 2 132]

L’espace tangent est donné par :
T (0,-2,1/4) = { (z,) : Dgr (0,-2) (2,9)" =0} = {(2,0) : 2 € R}.

Pour tout z # 0, nous avons :

[z 0] [_?(’)/2 1(/)2] [ﬂ = _73:52 <0.

Alors, le point (0, —2) est un point de maximum local strict de f sur D.
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