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Feuille d’exercices N' : Corrigé-Type

17¢ Année Master - Chapitre 1 : Optimisation avec
Option : Ana. Maths. et Numérique uhmﬁf- - contraintes d’égalité
Semestre : 1 Unerie ohamed Boui - Mta Année universitaire : 2025/2026
Corrigé d’exercice 1: 1. Soit (T, Yn,yn) € S avec (Tpn, Yn, Zn) —+> (Z,7,z). Donc,ona:

n—-+0oo

72 4+ y2 + 22 = 4 par passage a la limite 7* + §° + 2 =4 = (2,7, 2) € S = S est fermé.
D’autre part, on a:
V(z,y,2) € S:||(z,y,2)| =2 = S estborné.

Par conséquent, f est continue sur S, d’apres le théoreme de Weierstrass les deux problemes (P) et (Q)
admet au moins une solution globale.

2. Onpose g (z,y,2) = 2% + y* + 22 — 4. Nous avons :
V(z,y,2) € S:Vg(z,y,z)=(2z,2y, 2z)T # 0 = tous les points de sont réguliers.
3. La fonction de Lagrange est donnée par :

L(x,y,z,\) = f(z,y,2) + Ag (z,y,2),

donc la condition de Lagrange est donné par :

2(x—3)+2\x =0, T =1

2 3) +2\y =0 =z

(y—v2)+2xy =0, Y 1\J/rgw = A=1loul=-3.
m2+y2+z =4. a? +y? + 22 =4

(a) SiA=1,alors (z,y,2) = (3/2,v2/2,V5/2).
(b) Si A = —3,alors (z,y,2) = (—3/2,—v2/2, —V5/2).

D’autre part, nous avons :
1 (3/2.v2/2,V5/2) =4 et f(-3/2,-V2/2,~V5/2) = 36.

Dong, (3/2,v/2/2,V/5/2) est une solution de (P) et (—3/2, —v/2/2, —v/5/2) est une solution de (Q).

Corrigé d’exercice 2: 1. Nous avons :

(a) Soit (zy,yn) € C, telle que (x,, yn) T) (z,7). Alors,on a:

(@n—a) +(n—a)’=1= (@ —-a)’+([F—a)’ = 1= (z,9) € C,,
d’ou1 C, est fermé.

(b) Soit (z,y) € C,. Nous avons :

22+ =1-2a%2+2a(x+vy),
(z—a)’+@y—a)’=1={ 2<1+a, =22 +y? <2a® +4a+1.
y<l+a,

Dong, il existe M = v/2a? + 4a + 1 tel que ||(z,y)|| = /22 + y?> < M, d’ott C, est borné.

D’autre part, la fonction f est continue sur C,. Alors, d’apres théoreme de Weierstrass les problemes
(P) et (Q) admet au moins une solution globale.

2. Onpose h (z,y) = (z — a)’ + (y — a)® — 1. Nous avons :

V(z,y) € Cq : Vh(z,y) = (22 — 24,2y — 2a)" # 0 = tous les points de C, sont réguliers.
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3. La fonction de Lagrange est donnée par :
L,y N) = @y + M(e,y) =2® + 9 A (@ =)’ + (y - a)” = 1).

La condition de Lagrange est donnée par :

20+ A (22 —2a) =0, I+ Nz =aA,
2y + A (2y — 2a) =0, &< (1+N)y=al
(x—a)2+(y—a)2:1. (m—a)2+(y—a)2:1.

(a) SiA = —1= a = 0impossible.
(b) Si A # —1,nousavons z =y = aA/ (1 + \), donc A\; = av2 — 1 et Ay = —av/2 — 1. Les points sont

1 1 1 1
a——=,a——F=|,|la+—F7=,a+ —F&= .
{-7-7) (e 3))

Nousavonsf( 1 Ja— %) =2a2+1<f <a+%7a+%> = 2a% + 2v/2a + 1. Alors,

_ ( 72’ %) st la solution du probleme (P).

— (a + \/5, a+ i) est la solution du probléeme (Q).

4. Sia < 0,nous avons :f (a— %7(1— %) =2a2+1>f (a+ %,a—&- %) = 2a2 + 2v/2a + 1. Alors,

— (a + %, a+ %) solution du probleme (P).
— (a — 5= %) solution du probleéme (Q).

5. Quand a — 0, le point A devient le centre du cercle C,. Donc,

La distance minimale = La distance maximale = 1.

Corrigé d’exercice 3: 1. Nous avons :

flxy,2)=a®+y> + 2% hy (z,y,2) =22+ 4y — Sethy (z,y,2) = 2° 4+ 22 — 2.

2. Nous avons :
(a) Soit (xy, yn, 2n) une suite de D telle que (2, Yn, 2n) — (Z, Y, Z). Nous avons

n——+0oo
2x 4 =5 2% A =5
in " 2yn 7 — j * ,3 ’ = (%,7,%2) € D= D fermé.
T, +zh — 2y, =0. n=too | 7427 =27

(b) On suppose que D non borné, alors il existe une suite (2, yn, 2z,) € D telle que

(T, 2n) — (%, 2) ety, —— +o0.
n—-+4oo

n—+oo
Donc,ona:
2z, + 4y, = 5, +o0 =5, icti
2n 2yn m— = contradiction.
22422 =2y, note | T4 = +o0

3. La fonction f continue sur un sous-ensemble fermé et borné D. D’apres théoreme de Weierstrass, les
deux problemes (P1) et (P2) admet au moins une solution globale.

4. Soient a, 5 € R. Nous avons :
2a0+20x =0,
aVhy (z,y,2) + BVhe (2,y,2) =0& ¢ 4a—28=0, =a=pF=0,
26z = 0.

d’ot, tous les points de D sont régulés.
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5. La fonction de Lagrange donnée par :
L(z,y,z) =22 4+92+224+ N (2x 4+ 4y —5) + Ao (x2+z2 72y).

La condition de Lagrange donnée par :

21 4+ 2M1 + 202 = 0, (I4+X)x ==Xy,
2y + 4\ — 2\g = 0, Y=o — 2\,

2z 42Xz = 0, <S¢ (1+X2)2=0,
2 + 4y =5, 2z + 4y =5,
22 + 22 = 2y. 22 + 22 =2y.

6. Nous avons :
(a) Sidy =—1,alors \; =0c’estadirey = -1,z =9/2et 2= —85/4 < 0, donc impossible.
(b) Si Ay # —1, alors z =0,doncona:

2 +4y =5 Lo Ly
f—'_ Y ’ :>2x2+2x—5=0:>x1:f( 11—1) etfﬂzz—*( 11+1)'
x° =2y 2 2

1

Les points sont (} (VIT ~ 1), 3 (6 - VIT) .0) et (=3 (VT + 1), 2 (6-+ VIT) 0).

D’autre part, nous avons :
f(%(\/ﬁ—l)&(G—\/ﬁ)ﬁ) <—7(\ﬁ+1) (6+\ﬁ) )

i. Le point (1 (V11 —1),1 (6 — V/11),0) est solution du probleme (P1).
1 (V11+1), % (6 + V/11),0) est solution du probleme (P,).

Corrigé d’exercice 4: 1. Nous avons :

ii. Le point (—

[y, 2) =2 +y* + 2% hy (x,y,2) =x +y+ 22— 2ethy (z,y,2) = 2% +9° — 2.

2. Nous avons :
(a) Soit (&, yn, 2n) une suite de D telle que (4, Yn, zn) — (Z, Y, Z). Nous avons

n—+4o0o
n n 2n207 x y 27:07 __ 2
Tn Yo + 22 e gf+y72+ : = (z,9,2) € D = D fermé.
Zn =Ty + Yp n—+too | Z=2"+ Y .

(b) On suppose que D non borné, alors il existe une suite (z,,, Yn, 25) € D telle que

(xnvyn) — (jvg) et z, —+> +00.

n—+00 n—+4o00
Donc,ona:
Ty +Yn + 22, =2 +o00 =2 o
" y; A I = contradiction.
Z":I7L+yn n—+4oo +OO:£L‘+y

3. La fonction f continue sur un sous-ensemble fermé et borné D. D’apres théoréeme de Weirestrass, les
deux problemes (P1) et (P2) au moins une solution globale.

4. Soient o, 5 € R. Nous avons :

a+26x =0,
aVhy (v,y,2) + BVhy (,y,2) =0 ¢ a+20y =0, =a=5=0,
2a — B3 =0.

d’ot, tous les points de D sont régulés.
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5. La fonction de Lagrange donnée par :
L(z,y,z)=2+y*+22+ M (z+y+22—2)+ X (2 +9° — 2).

La condition de Lagrange donnée par :

2z 4+ A1 + 2X0x =0, (24 2))z = =),
2y+)\1+2>\2y20, (2-’-2)\2)@/: —)\1,
224+ 2X1 — A2 =0, - Z=%(A2*2>\1)7
r+y+2z=2, r+y+2z=2,
x2+y2:z, x2+y2=z.

(@) Si A2 = —1,alors Ay = 0 c’est & dire z = —1/2 impossible.

(b) Si Ay # —1,alorsona:

-\

1
r=y etz:i(x\ng)\l).

T 212
D’autre part, nous avons :

TH+y+22=2 - 2122§1§+)\2—2)\1:2,
x2+y2:z. 2 I%()\Q—Q/\l).

2 Sl 4+r—-1=0,
(24+2X2)2

d'ottz; = —letxzy =1/2.Nousavons 6 = f(—1,-1,2) > f(1/2,1/2,1/2) = 3/4.
i. (—1,—1,2) estle point le plus éloigné de l’origine.

ii. (1/2,1/2,1/2) est le point le plus proche de l’origine.

Corrigé d’exercice 5: 1. La fonction f est continue sur R2. Soient (2, y») € C telle que

(TnsYn) ——— (2,9) -

n——+oo
Nous avons :
(Tn,yn) €C = 22 +y2 =100 = 7% + 7> = 100 = (7, 7) € C = C est fermé.

D’autre part, pour tout (z,y) € C, nous avons :

Iz, )|l = V22 + y2 = 10 = C est borné.

D’apres théoreme de Weierstrass, la fonction f admet au moins un point de minimum global et un point
de maximum global sur C c’est a dire les deux problemes (P1) et (P2) admet des solutions globales.

2. On pose h (z,y) = 22 + y* — 100. Nous avons Vh (z,y) = (2z,2y)" # 0, alors tous les points de C sont
réguliers.

3. La fonction de Lagrange est donnée par :
L(z,y,\) =¢€¥ (2* +y°) + A (2® + y* — 100) .
La condition de Lagrange est :

z(eV+ ) =0,
e¥ (3{:2 +%+ 2y) +2\y =0,
22 + 4% = 100.

4. Nous avons :
(a) Sie¥ = —\, alors 100e¥ + 2ye¥ — 2ye¥ = 0 c’est a dire ¥ = 0 donc impossible.
(b) Siz=0,alorsy =10et A\ = —6e'0,y = —10 et A = 410,
Les points sont (0, 10) avec A = —6¢'9 et (0, —10) avec A = 4e~10.

5. Nous avons :

100~ = f(0,-10) < £ (0,10) = 100e*°,

—10

donc la température minimale est 100e 1 et la température maximale est 100e*C.
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Corrigé d’exercice 6: 1. La fonction f est continue sur R®. Soient (2., Yn, 2,) € C telle que

(xn’yn7zn) m (fvgv 2) .

Nous avons :
(Tn,Yn 2n) EC=> a2 +yo+ 22 =1=2°+§° + 2> = 1= (2,7,2) € C = C est fermé.

D’autre part, pour tout (z,y, z) € C, nous avons :

l(z,y,2)|| = \/m =1 = C est borné.

D’apres théoreme de Weierstrass, la fonction f admet au moins un point de minimum global et un point
de maximum global sur C c’est a dire les deux problemes (P1) et (P2) admet des solutions globales.

2. On pose h (z,y) = 2% + y2 + 22 — 1. Nous avons Vh (z,y) = (2z,2y,22)" # 0, alors tous les points de C
sont réguliers.

3. La fonction de Lagrange est donnée par :
L(x,y,2,\) = 400zyz? + A (m2 +y? 4 22— 1).

La condition de Lagrange est :

200yz% + Az = 0, (1)
200222 + Ay = 0, )
400zyz + Az = 0, 3)
w2424+ 22 =1. 4)

4. Nous avons :
(a) Si A =0, alors les points possibles sont {(+1,0,0), (0,£1,0), (0,0, £1)}.
(b) Si A # 0. En multipliant (1) par z et (2) par y et avec la différence on obtient

y? =2 3)
En multipliant (1) par 2z et (3) par z et avec la différence on obtient
2 = 227 (6)

en remplacant (5) et (6) dans (4), on obtient

Les points sont
A S AN
2'2°\2 22 ) \2°2 R’
1ol iyt bty /i1l
27 27 \/i ) 3 27 2 ) 2727 2

f(ilOO) £(0,4£1,0) = £(0,0,+1) =0,
1

(eaeg) (e
()

— Les solutions du probleme (P;) sont (

D’autre part, nous avons :

— Les solutions du probleme (P;) sont { (

5. La température minimale est —50 et la température maximale est 50.
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