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Avant-propos

es problemes d’optimisation peuvent étre rencontrés dans toutes les disciplines et dans de
nombreux domaines d’activité. En fonction du contexte, il s’agit de maximiser un "gain" ou
de minimiser un "cofit" en faisant le "meilleur" choix possible dans ble de variables
de décision qui peut étre plus ou moins large, plus ou moins go e qui peut s’écrire :

on cherche z* solution de s
s AV
reC @

ou f est la fonction a minimiser et la variable x est a choisi ns semble des valeurs admissibles C.
Un probléme de maximisation revient a considérer la mini nde —f.

Lorsque I’'ensemble C' est un sous-ensemble fermag de R™1l s’agit d'un probleme d’optimisation
i techniques mathématiques de base pour «

résoudre » les problemes d’optimisation sans

Z

ouvert de R" (ou R"). Ce polycopié est destiné

Semaine | Sujets traités en cours

1 Ensembles convexes
giques des ensembles d@nVeXes

2 Fonctions conve phe d'une fonction

3 Caractérisations de Mier ordre des fonctions convexes, Caractérisation du second ordre
des fonctionggeonvexes

4 Fonctig C variables et de classe C?, Opérations sur les fonctions convexes, En-

iveau pour des fonctions convexes, Convexité et inégalités
Résultats d’existence et d’unicité

5 Défini

6 Conditions d’optimalité du premier ordre

7 Conditions d’optimalité du deuxiéme ordre
8

9

Méthode pratique pour R?, Fonctions quadratiques, Probleme des moindres carrés linéaire
Meéthodes de gradient a pas fixe et a pas optimal

10 Meéthode de direction conjuguée, Méthode de gradient conjugué

11 Méthode de Newton

12 Méthode de relaxation

Afin de bénéficier pleinement de l'enseignement dispensé, il est fortement recommandé de travailler
de maniére assidue et de :

15 aller au cours en amphi ;

i réviser le cours chaque semaine en s’assurant de connaitre les définitions, résultats ainsi que les
démonstrations et d’avoir bien compris les différents exemples et remarques;

1ii



1 fournir un travail individuel pour préparer et chercher les exercices chaque semaine avant d’aller
enTD;

15 participer de maniere active et dynamique aux séances de TD;
1= faire les autres exercices proposés et qui ne sont pas traités en TD;

15 ne pas hésiter a poser toute question ou demander conseil a I’équipe pédagogique.

N.B :Toutes les erreurs qui pourraient figurer dans ce polycopie, sont de ma responsabilité.
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CHAPITRE 1

Quelques rappels de calcul différentiel

1.1

1.

7.

. Pour tous z,y € R" on note par (z,y) € R le pr

Quelques Notations

Pour tout n € N*, R désigne 'espace Euclidien R x R... x R. En général un vecteur = € R" sera
N———
nfois

noté r = (x1,x2,. .. ,:cn)T (vecteur colonne).

. Onnote ey, ez, ..., e, les éléments de la base canonique de R”, ou1 ¢; @st ec§éur de R™ donné par

0sii# j, v
(€i); = 0y = { % (1.1)

Isii= ]‘
ol J;; est le symbole de Kronecker.

it scalgire de x et y, qui est donné par

Deux vecteurs z,y € R™ sont orthg n note z_Ly) si (z,y) = 0.

Pour tout € R" on note par || » norme Euclidienne de z, donnée par

2]l = V{z,2) =

Rappelons les rieté .d’une norme (donc aussi de la norme Euclidienne) :
(@) ||o]| = 0siz e R"\ {0}.
(b) [[Az]| = MNWe|| VA R, Vo € R™.
© [lz+yll < llzll + NIyl Va,y € R™

. Pour tous z € R™ et r > 0 on notera par B (z, ) la boule ouverte du centre x et rayon r, donnée

par:

B(z,r)={y eR", [ly —z| <r}.

. Si (2(¥)) est une suite dans R" et z est un élément de R" on dit que (z(*)) converge vers z (notée

+®) — z)si H:C(k) — ZEH — 0.
k—0
(k)

. . o (k .
Rappelons que nous avons : 2(¥) — x si et seulement si z; ' — z; en R ol :UZ( ) (respectivement z;)

est la i-eme composante de z(*) (respectivement ).
Soit U C R™.
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— On définit I'intérieur de U comme 'ensemble des éléments = € U pour lesquels il existe r > 0 tel
que B (z,r) C U.
— On dit que U est ouvert si

Vo € U,3r > 0tel que B (z,r) C U.

— On dit que U est fermé si pour tout suite (z(*)) U tel que z¥) — 2 € R" onaz € U.

8. Sia,b € R on note [a, b] le sous-ensemble de R” donné par
[a,b] ={a+t(b—a)=(1—t)a+1tb, t€][0,1]}.

L'ensemble [a, b] est aussi appelé le segment reliant a a b.

Remarque 1.1. — [a,b] = [b, a] (exercice!).
— Sia,b € Ravec a < b on retrouve la notation [a, b] pour I'intervalle des nombres = € R tels

quea <z <b

9. Rappelons aussi I'inégalité de Cauchy-Schwarz : v
[z 9 < Nzl lyll v,y i@

1.2 Calcul différentiel

On considere m et n deux nombres de N* ((tre nt dans ce cours on aura m = 1).

s
1. Soit U un sous-ensemble de R" et f : U m nction. On dit que f est continue en a € U si
lim, o f (x) = f (a) Cest & dire

Ve>0,3n >0/ VU x —all <n=|f(z)— f(a)] <e
On dit que f est continue sur, Ulsi f esf continue en tout point z € U.

Remarque 1.2. — f est continue en point a € U si et seulement si pour toute suite (m(k)) de

U converge vers a implique que f (z(¥)) PR f (a).
— 40

- Si f = (f1,f2.--,fm) avec f1, fo,..., fm : U — R alors f est continu en a € U si et
seulement si f, fo,. .., f, sont continues en a.

Pour tous les gs suivants on va supposer que €) est un ouvert de R" et f : 0 — R est une

fonction.

2. Pour tout z € Q et v € R™\ {0}, la dérivée directionnelle de f en z suivant le vecteur v s'il existe
est donnée par :

Remarque 1.3. Si f = (f1, fo, ..., fm) avec fi, fo, ..., fm : @ — R, alors

(:1:)) , pour tout z € Qetv € R"\ {0}.
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3. Pour toutz € Qeti=1,2,...,n,la dérivée partielle premiere de f par rapport a la variable z; s’il
existe est donnée par
of _of . flztte) - f(z)
ox; (@ _?@(m)_tg% t

En particulier, si n = 1 on note

PR S S )

N (933‘1 t—0 t

4. Pour tout z € 2, on note par J; () la matrice Jacobienne de f en z s’il existe est un élément de
M, n (R) définie par :

dfi . .
(Jf(x))z.j: 85- (x)eRVi=1,....mVj=1,...,n.
j

Le gradient de f en x est défini comme la transposée de la matrice Jacobie fenz:

V(@)= (Jr (@) € Mpm ®). ©
AR

Remarque 1.4. Dans le cas particulier m = 1 donc f : 2 — R alors en considérant tout
élément de M,, 1 (R) comme un vector colonne de R", on va dire que V f () est le vecteur
colonne

_ ([ 0f of ar\" _ .
Vf(x)_<8_1'1’8_{[;2”8_xn) € R".

5. On dira que f : Q@ — R™ est différ,
L :R" — R™ qui vérifie la condition s

VheR™ z+heQ, )= f (@) +L(h)+]hlle(h) avece(h) — 0.
N

point x € Q s’il existe une application linéaire

L’application L est alors i tonnote df () = Lou Df (z) = L.

Remarque 1.5. (a) Sila fonction f : 2 — R™ est différentiable au point = € 2 alors elle est
continue au point .

(b) Sila fonction f : © — R est différentiable au point x € (2, alors on a

% (x) = L (v) pour toutv € R™\ {0}
ou L : R" — R désigne l'application linéaire qui caractérise la différentiabilité de f.

(c) Sila fonction f : 2 — R est différentiable au point = € 2, nous avons

& (@) v =95 (2) = (V] () 0).

6. Pour touta € Qeti,j=1,...... ,n la dérivée partielle seconde de f : 2 — R™ au point a € §) par
rapport a x; et x; il existe est donnée par :

o2 f 9 (8f> - (a+te;) = 5L (a)

= = 1‘
81,3 ox yi @ 8%1‘ vy

t—0 t

8$j

cR™.
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f
Pour i = j on ecrlra I alaplace de Tz 0w

7. Danslecasm =1, la matrice Hessienne de f en x € (2, notée par Hy (x) out V2 f (z) est une matrice
carrée de M,, (R) donnée par

(V2F (), = (Hy () = 20— (2), Virj=1,....m
ij f ij_axiaxj ) ,)=1,...,

8. On dit que f est de classe C? sur €2 pour p = 1 ou p = 2 si toutes les dérivées partielles de f jusqu’a
I'ordre p existent et sont continues sur ).

9. On a le théoréeme de Schwarz : si f € C? (Q2) alors

Pf o _ Pf
8131'8:1,‘]' a 85[333131

(r) VeeQ,i,5=1,...,n

c’est a dire, la matrice Hessienne H (x) est symétrique.

10. Si f : Q — R est de classe C? alors .s

Hy (z) = Jyy (x) =V (2),
(la matrice Hessienne de f est le Jacobien du gradient de f %dwnt de la Jacobienne de f).

11. (composition) Soient 2 C R™ et U C R avec {2, U ou —> R™etg:U — RP avecp € N* et
f(€Q) Cc U. Considérons la fonction composée g o f :

(a) Si f et g sont continues alors g o f est copdin

(b) Si f et g sont de classe C! alors g o f e e C! et on a I’égalité matricielle
= (x)) - Jy(x), Vo e .

Conséquences 1.1. 1. Sim = p =1 alors
Vigof)(z) =g (f () Vf(z) Yz e

2. Sin=p=1alors

(9o f) (z) =(Vg(f(2)),f (x)), Yz € Q.

Démonstration. Pour touti=1,...,n,ona:

%Wf@)’w:ai (j ox; ) zg xzaxj = (Hy (z)v); -

O
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Exemples1.1. 1. Si f : R — R™ est une fonction constante alors Vf = 0 et J; = 0. On a aussi
évidement H; = 0 dans le cas m = 1.

2. Soit f : R™ — R™ définie par :
f(x) = Az, Vo e R"

ou A € M,, , (R) est une matrice donné (c’est a dire, f est une fonction linéaire).

Il est facile de voir qu’on a
Jp(x) = A, Vo eR"

alors, la matrice Jacobienne est constante.
Dans la cas particulier m = 1, une fonction linéaire générale peut étre écrite sous la forme

f(z) ={(a,z), Yz € R".
ol a € R" est un vecteur donné. Il est clair que

Vf(x)=a etHs(x)=0

3. Soit f : R” — R une fonction donnée par %C
(@)= (Aw,z). &

ou A € M,, (R) est un matrice carrée, réelle, de taille est a dire, f est la forme quadratique
associée a la matrice A). Alors pour un p € {1 Z"§., n} fixé, on peut écrire

n n
f(z) = Z Ajjriry = Ppl'z% "@‘
1,5#

n n
pT; + Z Aipl'il'p-i- Z Aijl‘il‘j.

,5=1 i=1,i#p ,J=1,1#p,j#p

ce qui nous donne

of -
P j=1,j#p i=1,i#p

Nous avons donc o nu. :
Vi(z)=(A+ AT) x, Vr e R".
En utilisant la ule Hy = Jy; on déduit
Hy(z) = A+ AT, Yz e R™

donc la matrice hessienne de f est constante.

Remarque 1.6. En particulier, si A est symétrique c’est a dire A = A7 alors

V (Az,z) = 2Az, et V2 (Az,z) = 24, Yz € R™.
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1.2.1 Formules de Taylor

1.3 Matrices elles

Soit n €€ N* et n (R) une matrice carrée réelle.
1. Onrappelle que A € C est une valeur propre de A s’il existe x € C" avec x # 0 tel que

Ax = \z

on appelle = vecteur propre de A associé a la valeur propre \.
2. On dit que la matrice A est semi-définie positive si

(Az,z) >0, Yz € R™.
On dit que A est définie positive si
(Az,x) >0, Yz € R" avecxz # 0.

3. Rappelons que si A est symétrique alors toutes les valeurs propres de A sont réelles; en plus il existe
n vecteurs propres de A appartenant a R” formant une base orthonormée en R”.
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4. Supposons que la matrice A est symétrique. Alors
<Aha h> > >‘mm HhHQ, Vh € R".

ol A\in € R est la plus petite valeur propre de A.
Remarquons que l'inégalité précédente devient égalité si i est un vecteur propre associé a la valeur
propre Apin.

5. Supposons que A est symétrique. Alors A est semi-définie positive si et seulement si A\, > 0 et A
est définie positive si et seulement si A, > 0.

1.4 Exercices

Exercice 1.1. (Correction. Soit f : R? — R la fonction définie par :

f(x’y):{';;ijg si (1,9) #(0,0), o

0 () =00, A
1. f est-elle continue sur R? ? c

2. Calculer les dérivées partielles de f. Sont-elles continues ?

3. Calculer les dérivées directionnelles (si elles existen a u oint de coordonnées (0, 0).

4. La fonction f est-elle différentiable en (0,0) ?

Exercice 1.2. (Correction[2). Soit g : R? — R une éfinie par les expressions suivantes :
g P p

9(z,y) =

1. Montrer que la fonction g est dé

2. Calculer les deux dérivé

ielles secondes (0 0) et ayax (0,0).

3. Est-ce que la fonction g est¥de classe C? sur R? ?

Exercice 1.3. (Correction [3)p ]%Velopper au voisinage de (0, 0) a I'ordre 2 les fonctions suivantes :

(z,y) = arctan (:L' + y2) , g(z,y)=In(1+zy).




CHAPITRE 2

Convexité

Dans ce chapitre, nous présentons les ensembles convexes et les fonctions convexes, qui sont la
théorie mathématique essentielle pour analyser et comprendre les aspects théoriques et pratiques de
I'optimisation.

2.1 Ensembles convexes &
( ]

Définition 2.1. (Ensembles convexes). Soit C' un sous-ensemble de R". On dit que C' est convexe
si pour tous z,y € C le segment [z, y] est inclus dans C, c’est a dire,

Ve,ye C, VA€ [0,1], 1 =N z+ A yeC.

Y
FIGURE 2.1 - Les't % sembles de gauche sont convexes, tandis que les trois ensembles de droite sont
non convexes
Exemple 2.1. (Convexité des lignes). Une ligne dans R™ est un ensemble défini par :
L={z+td/teR},

ou z,d € R" et d # 0. Montrer que L est un ensemble convexe. Soient z,y € L, ils existent ¢1, t> € R tels
que
r=z+1tid et y=2z+4tod

Par conséquent, pour tout A € [0,1],ona:

I=XNzxz4+Xy=0-=XN)(z+t1d) + A(z+t2d) =2+ [(1 — N)t1 + Mo]d € L.

14
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Démonstration. Nous ne prouverons que la convexité du demi-espace puisque la preuve de convexité de
les deux autres ensembles est presque identique. Soient z,y € H~ et A € [0,1]. Onpose z = (1 — A) x + Ay,
Nnous avons :

alz=a' [A=XNz+ My =(1-N) (aTx) +>\(aTy) <(1=XN)b+AXb=h.
Alors, (1 — X))z + Ay € H™ donc H™ est convexe. O
s £

D’autres exemples importants d’ensembles convexes sont les bou t ouvertes.

Démonstration. Nous allons mon exité de la boule fermée. La preuve de la convexité de la
boule ouverte est presque identiqueNSoient z,y € B (c,r) et A € [0,1]. Alors,

|z —c| <r et |ly—cl < (2.1)
Onposez=(1—-\)z Neus avons :

| [(L=A)z+ Xy —
=A==+ Ay -
<A —=A)|lx—c||+ Ay —c|| (Inégalité triangulaire) et0 < A <1
<(1=X)r+Ar=r équation (2.1).

Par conséquent, z = (1 — A\) z + \y € B (c,r), donc B (c,r) est convexe. O
Un autre exemple important d’ensembles convexes sont les ellipsoides

Exemple 2.2. (Convexité des ellipsoides). Un ellipsoide est un ensemble défini par :
E = {weR":wTQx—i-%Tx-i-cSO},
ol () est une matrice carré d’ordre n et semi-définie positive. On pose,
f(@)=2"Qr+ 20"z + ¢
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L’ensemble E peut étre réécrit comme
E={zeR": f(z) <0}.
Soient z,y € Eet A € [0,1]. Alors, f (z) <0et f(y) <0.Onpose z = (1 — \) z + A\y. Nous avons :

Qz=11-Nz+MTQIA-Nz+ ] =1 -N22TQz+ 2 yTQy+22(1-N2TQy. (2.2

On note z' Qy = (QY/ 2:c)T (Q/2y), donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité de Young
Vac < % (a+ c)aveca,c > 0, on obtient :

1
Qy < ||@" 2| @2y = VaTQevyTQy < 3 (+7Qu + y"Qu) 23)
En remplagant dans (2.2), nous obtenons :

2TQz < (1-=2MX) 2T Qux + /\yTQy,

A
et par conséquent v

f(z)=2TQz+2b"2+¢ &
<1 -=-NzTQzx+ M Qy+2 + 227y + ¢

= (1= (27Qu + 2"z jag) + AW Qy + 26"y + )
=1=XN)f(z)+\f

Alors, z = (1 — A\)x + Ay € E, donc E est convexe.

2.1.1 Opérations algébriques d es convexes
N /

Une propriété importante de la wexité est qu’elle est conservée sous l'intersection des ensembles.

Démonstration. Soient’x,y € ﬂ C; et XA € [0,1]. Alors, pour tout i € I, z,y € C; et C; est convexe, donc

iel
(I-XNz+ Ay eC;, pourtoutie I.
Par conséquent,
(1=Nz+xye()C
iel
Dong, m C; est convexe. O

il

Nous avons le théoreme suivant pour la convexité pour 1’addition, le produit cartésien, 'image directe
et 'image réciproque.
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Un résultat direct de la partie 1. du Théoreme 2.1 et e i C € R" est un ensemble convexe et b € R",
alors I'ensemble C' + b = {z + b : x € C} est égglcent¥onvexe.

Démonstration. 11 est évident que si C' contient toutes les combinaisons convexes des familles finies
d’éléments de C, alors C est un sous-ensemble convexe de R"™.

Réciproquement, nous allons raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments de la famille. Si la
famille a un ou deux éléments, la définition d"un sous-ensemble convexe montre que toute combinaison
convexe de cette famille est dans C'. Supposons que ceci soit vraie pour toutes les familles ayant au plus m

éléments. Nous allons maintenant prouver le théoreme pour m + 1 vecteurs. Soient 1, z2, ..., Zpm41 € C
m+1

et A1, A2,. .., Ant1 € [0,1] avec Z Ai = 1. Nous montrerons que
i=1

m+1

U= Z Nz € C.
=1
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- SiApa1 =1, alorsu = x4 € C.
- Si0 < Ay < 1,alors

m+1 m m s
U= Z Nil; = Z NiZi + )\m+1l'm+1 = (1 — )\m+1) Z ﬁzll‘z +)\m+1$m+1.
i=1 i=1 =1~ Mt

v

Ainsi

i Y _ 1= Amr 1
i—1 1-— )\m-l-l 1- )\m+1 ’

alors v est une combinaison convexe de m points de C, et donc par hypothese de récurrence on a
v € C. Ainsi, par la définition d"un ensemble convexe,

u = (]. — >\m+1) v+ >\m+lxm+1 eC.
D )

exe est un ensemble convexe.

2.1.2 Propriétés topologiques des ensembles convexes

Nous commengons par prouver que la fermeture d’'un ensem

Par la convexité de C, nous avons™

1 —A)xp + Ay, € C pour tout k € N.

Ainsi
—+00

ce qui implique qu C') est convexe. O

Pour démontrer que l'intérieur d'un ensemble convexe est également un ensemble convexe, nous
avons le lemme suivant :

Démonstration. Soit z € int (C), alors il existe € > 0 tel que B (x,€) C C. On pose
z=(1-X)z+ \y.

Pour démontrer que z € int (C'), on montrera que B (z,(1 — A)e) C C.Soitw € B (z,(1 — A)€) c’est a dire
lw—=z|| < (1—=Ne
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D’autre part, y € adh (C) donc il existe w; € C' tel que

(1= Ne—fw—2]

On pose wy = 115 (w — Awy). Alors, nous avons :
o = | 42 g
2 1=
= w=2)+ Ay —w)]
=1 w—z Yy — wy
1

< - _ _

< 7 (o =zl 4+ Aflwy = yll)

(e}

< €.
Donc, wy € C. Enfin, puisque w = Aw; + (1 — A) wg avec wy, wp € C, nous ago € C, et le principe
du segment de droite est donc prouvé. O

Démonstration. 1. Siint (C) = 0, alors le théorem évidemment vrai.
2. Siint (C) # 0, alors pour tout 2, x5 € int ,1[, d’apres Lemme@ nous avons :
(1— 1 xg € int (C),

d’ottint (C') est convexe. O
O

2.2 Fonctions conve

2.2.1 Définition et ex les
P &)

a )

Définition 2.3. Soient C' un sous-ensemble convexe R™ et f : C' — R une fonction.

1. On dit que f est convexe sur C si
Ve,y e C, VA€ [0,1] fII=Nz+Ay] < (1= f(x)+Af(y). (2.5)
2. On dit que f est strictement convexe sur C si
Vo,y e C(z #y), VA€ ]0,1[ fI1-Nz+Ay] <@ —=X)f(z)+Af(y). (2.6)
3. On dit que f est fortement convexe sur C' s’il existe o > 0 tel que

Vz,y e C, VA€ [0,1], fI[1-Nz+ Ay <1 -A)f(2)+Af(y) —ar(1-A) IIw—ylli- )
2.7

-
L'inégalité fondamentale (2.5) est illustrée dans la Figure
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<~ courbe de f

segment [A, B]

4
FIGURE 2.2 — Courbe d’une fonction convexe® Q

La définition de f convexe signifie que si I’'on prend deux points wﬂbe de f, alors le segment
défini par ces deux points reste au dessus de la courbe de f. &

Remarque 2.1. Soient C' un sous-ensemble convexe R™ et f : C' — R une fonction.

1. On dit que f est concave sur C' si — f est convexe c’est a dire
Ve,y e C, VA€ [0,1] fIA=Naxz+Ay] >0 =X)f(x)+Af(y).
2. On dit que f est strictement concave sur C si — f est strictement convexe c’est a dire
v,y € Clz #y), VA 10, 1] fI(1 =Nz +Ayl > (1 =) f(2) +Af (y)-

3. On dit que f est fortement concave sur C si — f est fortement convexe c’est a dire

Ja >0, Vx,y € C, YA€ [0,1], f[(1—=X)z+ \y] Z(1—)\)f(:c)+>\f(y)+oz>\(1—)\)||x—y||2.

@
Exemple 2.3. (Fon ). Soit f : R” — R une fonction définie par :

f(z)=az+b, otiacR"etbeR.
Soient z,y € R™ et A € [0, 1]. Nous avons :

fFlA=XNz+ ] =a [A=Naz+ Iy +b
=(1-Na'z+xa"y+ (1 -N)b+ N
=1 =N (a"z+b) +A(a"y+0b)
=1=Nf(@)+Af(y)-

Alors, f est convexe et concave sur R,
Exemple 2.4. Soit || - | une norme sur R". On consideére g : R” — R une fonction définie par :
fa) =l -
Foeaponsallle : D Pouini Brahim Uriversite Mochamed Boudiaf de M0aile
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Soient z,y € R™ et A € [0, 1]. Nous avons :

gl =Nz + =1 =)z + Myl
<@ =)zl +Allyll
=(1=XNg(z)+Ag(y).

Alors, g est convexe sur R™.

Démonstration. Montrons I'inégalité (2.8) par récurrence. Pour k; avons :

f (@) < f(21) pour%
On suppose que l'inégalité est vrai pour to yxp € Cet A\, Ng,..., Ay € [0,1] avec

k
Z Ar = 1. Nous allons maintenant prouver l’irﬂ pour k + 1 vecteurs.

i=1
k+1

Soient z1,xa,...,xp11 € C et A1, Mg, . [0,1] avec Z)\k = 1. Nous avons :

=1
t Qv e.
k
i wz) = (Z Aiwi + >\k+193k+1>

0&1 i=1
k
by (2.9)
= (1= M) D 5T+ @i

— 1= A

1. Si A1 = 1, linégalité
2. SiMgy1 €[0,1], alors onge:

k+1

v

< (1= Xew1) f () + Aggr f (Tps1) -

D’autre part,ona:
k

Z Ai o 1=Aen _ 1

1= 1=

et d’apres ’hypothése de récurrence, on obtient :

F0) €3 2 (a). 2.10)

1= Ak
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En combinant avec (2.10), on obtient :

k1 k1
f (Z Aﬁ%) <D O ().
i=1 =1

O

2.2.2 Epigraphe d’une fonction

FIGURE 2.3 - Illustration de 1’épigraphe d’une fonction

Démonstration. 1. On suppose que f est convexe. Soient (z,t), (z/,t') € Epi(f) et A € [0,1]. Nous
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avons :

(z,1) GEPZ( )=>f(93)
(a: ,t') € Epi(f (ac

D’autre part, on a:
FIA=XNaz+A'] < Q=X f(z)+Af(2) A=A t+ A
D’out
(1= N) (2, t) + A (2, 8) = [(1 = Nz + A, (1 = \) ¢+ M| € Epi (f)

donc Epi (f) est convexe.

2. On suppose que Epi (f) est convexe. Soient z,2’ € C' et A € [0, 1]. Nous avo

(z, f(x)) € Epi (f) et (m’,f (m’)) € Epi (@) .

Mais Epi (f) est convexe. Donc, on a :

L= (@, f (@) + A (", f (2))

D’ou %‘
FIA=XNa+ 2] <L — X RE) + \f (2)
Alors, f est convexe sur C. x

2.3 Caractérisations de pre e des fonctions convexes

[(T=Xz+ A, (1 +Af (a")] € Epi(f).

Démonstration. On se que [ est convexe sur C. Soient z,y € C'et A € ]0,1 ]. Alors,
1. Si z =y, alors 'inégalité (2.11) est triviale.

2. Sizx # y, nous avons :
FIA=XNz+X ] <1 =X) f(z)+Af ()

et donc

Fle+ A =) - (@)

F)> f )+ ,

D’apres la différentiabilité de f et par passage a la limite A — 07, on obtient (2.11).

Réciproquement, on suppose que f est vérifiée I'inégalité (2.11). Soient z,y € Cet A € |0,1[. On

pose
=(1-XNz+ M.
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Alors,on a:

2=y B A
Toz=Ty &= 1_>\(y z).

En utilisant (2.11) pour z, z et y, z, nous obtenons :

fe) = f(2)+(Vf(2),2—2),

1—A

f(y)Zf(Z)—T<Vf(Z),$—Z>-

En multipliant la premiére inégalité par 152 et en I'ajoutant a la seconde, on obtient :

f(z)
A

En multipliant I'inégalité précédente par ), on obtient :

fE<A=Nf@)+A (W), o

d’ol f est convexe. ~
D
:27«;

Une légere modification de la preuve ci-dessus montrera qu'un on est strictement convexe si et
seulement si I'inégalité de gradient est satisfaite avec une ig

< @+ )

En utilisant (2.11) et (2.12), nous p @ établir les conditions dans lesquelles une fonction quadra-

tique est convexe / strictement ca

Démonstration. 1. Grace Théoreme[2.5] f est convexe sur R" est équivalent

[ ) > f(x)+(Vf(x),y—x) pourtoutz,yc R".

Alors,ona:

%(Ay,y) —(byy) +c¢> %(Aa:,m)— (b,x) +c+ (Az — b,y — x) pour tout z,y € R".
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Apres un certain réarrangement des termes, nous pouvons réécrire cette derniere
(Aly—z),y—x) >0 pour tout z,y € R".

On pose h = y — x, donc
(Ah,h) > 0 pour tout h € R",

d’ou1 A est semi-définie positive.

2. Grace Théoreme[2.6] f est strictement convexe sur R" est équivalent

fly)> f(x)+(Vf(x),y—=x) pourtoutz,y € R"etx #y.

Alors,on a:
1
5 (Ay,y) — (b,y) +c> = (A:z: z) — (b,x) + c+ (Az — b,y — x) pour tou ceR"etz #vy.
Apres un certain réarrangement des termes, nous pouvons réécrire CQ& 1ere
(A(ly—x),y—x) >0 pourtoutz,y E

On pose h = y — z, donc

(Ah,h) > 0 pour tout & # 0,
d’out A est définie positive.

Des exemples de fonctions quadratiques cm on convexes sont illustrés a la figure

X+y? —X*-y? K-y

FIGURE 2.4 — Fonction convexe et non convexe.
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Démonstration. On suppose que f est convexe sur C. D’apres Théoréme pour tout z,y € C, nous
avons :

f) = fl)+(Vf(z),y—1),
f@)>fy)+(Vfy),z—y).

En additionnant les deux inégalités, on obtient (2.13).
Réciproquement, on suppose que f est satisfait (2.13)). Soit ¢ : [0, 1] — R une fonction définie par :

git)=f(x+t(y—=x).

Nous avons :
1
f)=g(1) = <o>+/ J () dt
0
1
— 7@+ [ (V=) .y - a)de
0
1
=f<x>+<Vf<x>,y—x>+/O (VS (@ +t(y N@
g %
=f<x>+<Vf(x>,y—x>+/O (Vf(x+1
> F @)+ (Vi (2),y— ). .
D’apres Théoreme 2.5 f est convexe sur C. $ O

2.4 Caractérisation du second

r es fonctions convexes

Démonstration. On se que V2f (z) est semi-définie positive pour tout z € C. Soient z,y € C et
g : [0,1] — R une fonction définie par :

gt)=f(z+t(y—x)).
La fonction f est de classe C? sur C, alors g est de classe C? sur [0, 1]. Avec la formule de Maclaurin a

I'ordre 1 avec le reste de Lagrange, on obtient :

1
g(1)=g(0)+g (0)+ ig"(to), ot 0 <ty < 1.
DOI’IC, nous avomns :

@)= @)+ (T @)y—a)+ 3 (V) (=) ,y—2), otz =2+tgly—2)€C.

/

-

>0
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Par conséquent,
f) = f(z)+(Vf(x),y—=).

D’apres Théoreme 2.5 f est convexe sur C.
Réciproquement, on suppose que f est convexe sur C. Nous avons : Vz,y € C et VA € [0, 1],

flat+Ay—2) = f2) + MV[(x),y—-z). (2.14)
En utilisant la formule de Taylor a I’ordre 2 avec reste de Young, on obtient :

2

f<x+A<y—x>)=f<x>+A<Vf<x>,y—x>+%<v2f<x><y—x>,y—x>+o(vuy—xw). 215)
De (2.14) et (2.15), on obtient :
X @) =)y =) o (M w||2)zo.

En divisant sur A2, on obtient :

AQ\Iy—ﬂfl
5 (V2 (@) (y— ) o)+ w

Par passage a la limite A — 0%, on trouve :

(Vi @)y -

On posey — x = h. Alors,on a: $
(V2f () h, xo r tout h € R".

D’ou, V2f (z) est semi-définie positive pou

Exemple 2.5. (Convexité de la foncti som — exp). Soit f : R™ — R une fonction définie par :

)=In(e"™ +e*2+...+e").

La fonction f est appelée fonctiotytog — som — exp. Montrons que f est convexe sur R". Les dérivées

partielles premiéres de f t&ionnées par:

= ) 1= 17 27 b} n
e
k=1
Donc,on a:
ea:iezj . .
- n 2 ? # J
2
9 f Jj) _ k=1
. . - e%ie%i evi .
0x;0x; - + — , 1=
E ek E e’
k=1 k=1

Donc, on peut écrire la matrice Hessienne comme
V2 f (x) = diag (w) — ww?,
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N

ou

evi

p— r .
> e”
j=1

w;

Soit v € R™. Nous avons :
- 2
vIV2f (z)v = Zwivi? - (va) .
i=1

Soient s et t deux vecteurs définis par :

Si = Vwiv, ti =w;, 1=1,2,...,n.

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

(0Tw)? = (sTt)” < ||| [|]* = (gwﬂ?) (

donc,on a:

vI'V2f (z)v >0, pour tout v @

D’ot f est convexe sur R”.

Démonstration. La preuve de ce thé¢oreme est laissé comme un exercice. O
. N . ~ . 0
2.5 Criteres gconnaltre une fonction convexe, strictement convexe,
concav ctement concave

2.5.1 Fonction de deux variables et de classe C?

Soit f : R? — R une fonction de classe C? telle que

) 62£(:g,y) 826f(g,y)
Vaf(z,y) = | f%ac,y) 82;6(96%’@/)
Dz dy dy?

Alors, nous avons :

1. Sitr (V2f (z,y)) > Oetdet (V2f (z,y)) > 0, alors f est convexe.
2. Sitr (V2f (z,y)) > 0etdet (V?f (z,y)) > 0, alors f est strictement convexe.
3. Sitr (V2f (z,y)) < 0etdet (V*f (z,y)) > 0, alors f est concave.
4. Sitr (V2f (z,y)) <O0etdet (V2f (z,y)) > 0, alors f est strictement concave.
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5. Sidet (V2f (z,y)) < 0, alors f estni convexe et ni concave.
Exemple 2.6. (Quadratique sur linéaire). Soit f : R x R} — R définie par :
f(z,y) =a%/y.

La matrice hessienne de f est donnée par :

2 [y —x/y?
Vif(z,y) = [—x/gﬂ xz/ys} :

On remarque que ¢r (V2 f (z,y)) > 0 et det (V2f (z,y)) = 0. Dong, la matrice hessienne V?f (z,y) est
semi-définie positive, donc f est convexe sur R x R*.

Exemple 2.7. Soit g : R? — R une fonction définie par :
flay) =o' + 4t

1. Montrer que f est strictement convexe sur R2.

2. Montrer que V2 f (,y) est semi-définie positive sur R2. s
3. Que peut dire dans ce cas ? %

2.5.2 Méthode des mineurs principaux ‘
Si

A1n

A= & g

I S

une matrice carré symétrique. Alors, O
A, = |1 M2 AL = det (A).
az a2

sont les mineurs principa d% la matrice A.
1. A est définie |§! eSpet seulement si A;, > 0 pourtoutk =1,2,...,n.

A est définie e si et seulement si (—l)k A > 0pourtoutk =1,2,...,n.

SiAp >O0pourtoutk =1,2,...,n—1letA, >0, alors A est semi-définie positive.
Si (—1)’“ Ap >0pourtoutk =1,2,...,n—1letA, >0, alors A est semi-définie négative.

AR

Si A, < 0etsin est pair, alors A est indéfinie.
Exemple 2.8. Soit f : R® — R définie par :
fx,y,2) =322 + 2% + 22 + axy + 2yz + 2z2.

Pour quelles valeurs du parametre a, la fonction f est elle convexe ?
Nous avons :

6x + ay + 2z 6 a 2
Vi(z,y,2)= 4y +ax+2z| et Vf(z,y,2)=|a 4 2
22+ 2y + 2z 2 2 2
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f est convexe sur R? si et seulement si V2 f (x,y, 2) est semi-définie positive pour tout (z,y, z) € R3 c’est
a dire

6 a

A1=6>0, Ay = ‘a 4 =24—a2>0etdet(V2f(:c,y,z)) =

)
CRISEE
CESEN
I
o0
|
Do
S
[\
Y,
o

D'ot, a € [-2,2].

2.6 Opérations sur les fonctions convexes

Démonstration. 1. Onnote g (z) = af (z). Soient x,y € C et A € [? us avons :
Y

g1 =Nz + Ny =af[1
<a(l- ) +arf (y)
= A g () + g (y).

D’ot1 g est convexe sur C.
2. Onnote h = f1 + fo+ ...+ fp. Soient z, € [0,1]. Nous avons :

Fill =Xz + Ay (x) + Afi(y), pour touti=1,2,...,p.

En additionnant cette dernié suri = 1,2,...,p donne I'inégalité suivante :
Nz 4+ Ayl < (1 =N h(x)+ A (y).
D’ou h est convexe sur C.
Py O

Une autre opé¢ @ ortante qui préserve la convexité est le changement linéaire des variables.

Démonstration. Soient x1,x € D et A € [0,1]. Nous avons :

r1€D=Jy €C:yy = Ax1+ b,
$2€D:>E|y2603y2:A$2+b.
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Par la convexité de f sur C, nous avons :

FIL =Ny +Aye] < (1= A) f(yr) +Af (y2)-

Par conséquent, on a :

f[(l—)\)(Am‘1+b)+)\(Al’2+b)] =f[A((1—)\)x1+)\m2)+b]
<(1=X)f(Axy+b)+ Nf (Aza +b).
Donc,
gl(L =Nz + Axe) < (1= X)g(x1) + Ag (x2) .

D’oty, g est convexe sur D.
O

Exemple 2.9. Soient A € M,,, , (R), b € R™, c € R" et d € R. Nous supposons que ¢ # 0. Montrer que la
fonction f définie par :

Az +0)?
flw) = cTr+d

est convexe sur 1’'ensemble D défini par : @
D={zeR":clz+d>0}. %

Nous commengons par prouver la convexité de la fonction sug &
[yl
h(y,t) =g=—

t

sur ’ensemble convexe suivant :

C={(y,t) R G R", t >0} .
m
Dans ce cas, on note h = Zhi ou
i=1 )
hi (y,t) = 2.

Grace Exemple la fonctionNp; est convexe sur I'ensemble {(y;,t) : y; € R, ¢t > 0} pour tout i =
1,2,...,m. Dongc, h est convexe su?C.
La fonction f peut étrgffepgésentée comme

f@)=h(Az+b,c"z+d).

Par conséquent, f est@6nvexe sur D.

Exemple 2.10. Montrer que les fonctions suivante :
1. f(x,y) = 22 + 22y + 3y?> + 22 — 3y + €® convexe sur R?,
2. g(z,y,2) = ¥ Y% + ¥ 4z sur R3.
3. h(z,y) = —1In(zy) sur C = {(z,y) : 2 >0, y > 0}.
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Démonstration. Soient z,y € C et A € [0, 1]. Nous avons :

FIA=XNz+ ] <1 =X) f(@)+Af ()

Avec la croissance et la convexité de g, on obtient :

gf[(T=Nz+My]) <g((1=A) f(x)+Af(y)
<A=Ng(f(@)+Ag(f ().

Par conséquent,
RI(1=XNaxz+Ay] < (1 —=X)h(z)+Ah(y).
D’ou h est convexe sur C'. O
Exemple 2.11. Montrer que la fonction h définie par :
h(z) = e’

est convexe sur R". On pose h (z) = g (f (x)) ot g (t) = €' est une fonction®@roi
f () = ||z||* est convexe sur R", donc h est convexe sur R”.

et convexe sur R et

fla=XNaz+ X ol pfi[(l—)\)x-l-)\y]
jmax (1= A) fi (=) + Afi (v)]

==X F(x)+Af(y).
L]

D’ou, f est convexe . O

2.7 Ensembles¥e niveau pour des fonctions convexes

Définition 2.5. (Ensembles de niveau). Soient S un sous-ensemble de R" et f : S — R une fonction.
On appelle ensemble de niveau de f avec le niveau «, le sous-ensemble de S défini par :

N(f,a) ={xeS: f(z)<a}.

Une propriété fondamentale des fonctions convexes est que leurs ensembles de niveaux sont nécessai-
rement convexes.
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Démonstration. Soient z,y € N (f,«) et A € [0, 1]. Nous avons :
z,y €N (f,a)= f(z) <aet fly) <o
D’apres la convexité de f, on obtient :
FIlA=Nz+Ay] <A =2 f(2) +Af(y) <A =Na+da=a,
donc,on a:
1-=XNz+ yeN(fa).
D’ou, N (f, ) est convexe. O
Exemple 2.12. Soit A est une matrice carré d’ordre n semi-définie positive. Montreggque le sous-ensemble
de R™ défini par :
o

n

DZ{IER”‘( T Az + )2-1-111 <zemi

est convexe.
On remarque que D = N (f, 3) oit f est une fonction dé

f(x) TA:I:+

la fonction f est la somme de deux fonctions fi t es que

-5

i=1

D’apres Exemple la fonc t convexe. D’autre part, la fonction f; est la composition de la
fonction ¢ +— (¢ + 1)” croissante 8gconvexe, z — r1 Az convexe (A définie positive) grace Théorémelz_ll
Par conséquent, la fonctioi f est convexe, donc D est convexe.

P

Définition 2.6. (Fonctions quasi-convexes). Soient C' un sous-ensemble convexede R" et f : C' — R
une fonction. On dit que f est quasi-convexe si pour tout « € R, N (f, ) est convexe.

Exemple 2.13. Montrer que la fonction f : R — R, définie par :

f(z)=+/a|

est quasi-convexe. D’apres Figure la fonction f est non convexe.
D’autre part, nous avons :

Vo= {fel o ez

0 si a<0.

D’ot, f est quasi-convexe.
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FIGURE 2.5 — Fonction quasi-convexe x |$|

%9

Exemple 2.14. On considere la fonction f définie par : ‘

ot a,c € R"avec c # 0 et b,d € R. Montrer gue &uasi—convexe sur le demi-espace ouvert suivant :

@eR”:ch+d>0}.
Pour tout o € R, nous avons :
[

Y% h T aTac+b< }

R™ d>0 et ——
eRLeozta>0e Tz+d-"“
:{xER”:ch+d>O et (a—ac)TJ:—i—(b—ad)SO}

:{xER”:CT:U+d>O}ﬂ{$€]R":(a—ac)T:v—i—(b—ad)SO}.

D’ot, NV (f, «) est l'intersection de deux demi-espaces, donc NV (f, ) est convexe et par conséquent f est
quasi-convexe.

2.8 Convexité et inégalités
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Démonstration. En utilisant 'inégalité de Jensen sur la fonction f (z) = ‘& n obtient pour tous

n
T1,T2, ..., Tn > 0et Ay, Ag, ..., Ay €0, 1] avecZ)\i =1, nous avonsv
i=1 2

Démonstration. En utilisant 1'inégalité générale de la moyenne géométrique arithmétique pour
n=2etA; =1/p, \a = 1/¢, on obtient pour tout z,y > 0

Q=

1
rryds < — 4

SRR
_ =

On pose x = s et y = t9, on obtient (2.18). O
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Démonstration. Si x = y = 0, alors I'inégalité est triviale. On suppose que z # 0 et y # 0. Pour tous
i=1,2,...,n, en remplacant dans (2.18)

||

s = et t= |yl|
], Ill,

on obtient I'inégalité suivante :

zigil  _ L]wl” 1yl
Izl lylly — pllzlly,  qllyllg

En additionnant I'inégalité ci-dessus sur ¢ = 1,2, ...n nous obtenons

n n n
Yolwl Dl Y fwilf
i=1 1ica s

11
< - - = 4+-=1
[l lully, o M2l e vy 2 ¢ o
Ainsi, par I'inégalité triangulaire, nous avons s

n

|2Ty| < Z\wi%\ < [lzl,, y@
=1

Démonstration. Pour p = 1, nous a

|z + vil < x| + |vi -

Par sommation pour i = . , , on trouve l'inégalité concernée. Nous supposons que p>1, z # 0,
y# 0etz+y #0.Lafo = tP est convexe sur R, car

=p(p—1)t*? > 0 pour tout t > 0
Par la convexité de ¢, on obtient pour tout Aj, A2 € [0, 1] avec A\; + A2 =1,

(A1t + Aas)P < A\t? + AasP.

On pose
x . ,
N PO PR I
2, + 1yll, 2, + Nl [ 1yll,
I'inégalité précédente devienne :
(il 4yl lll, sl Iyl Jyil”

P — D D
(Hpr + ||pr> zll, + Nl =l llll, + lyll, 1y,
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En additionnant I'inégalité ci-dessus sur ¢ = 1,2, ...,n, on obtient :
> ey (] + [wil)” < lell, 3o |l n lyll, > lwl” -1
(el + Il,)” Tl Tl Bl T, + ol ol
Donc,on a:

n

> (il + luib” < (Ul + vl

i=1
Finalement,
n 1/p n 1/p
[ +yll, = [ (i + wil)" [Z il + [yil) ] < llzll,, + llyll, -
i=1 i=1
O
o
2.9 Exercices x
Exercice 2.1. (Correction E[) Soient E et F' deux sous-ensemble de éfinis par :
2 27 § 2
E:{(m,y)eR +b2§1} a7b> ,y)€R+3$y21}~
Montrer que E et I sont convexes.
Exercice 2.2. (Correction[5). Soient f : R" ne¥dnction convexe, r,y € R" et @ > 0. On note

z =2+ X (z —y). Montrer que
f(y) Ze) 3 o (f (z) = ().

Exercice 2.3. (Correction E[) Soient C -ensemble convexe de R”, f : C'— R une fonction convexe
et z1,x2, 23 € C tel que 23 € [z1, que si x1 # xo # x3, alors

E!: - 1+ew

al,al, ..,ap > 1,1'inégalité suivante :

3) — f(2) S I (z2) — f(l’l)‘

|23 —x2ll = [lwa — 24

Exercice 2.4. (Correc 0

1. Montrer qug

est convexe sur [0, +-o0 [.

2. Montrer pour

n

1 n
> .
lz_:l—i-aZ — 14+ Yajas...ap

Exercice 2.5. (Correction[8). Soit f la fonction de moyenne géométrique définie par :

[

1. Montrer que f est concave sur D = {z = (z1,z2,...,2y) : ; > 0, pourtouti=1,2,...,n}.

2. La fonction f est strictement concave sur D ?

Exercice 2.6. (Examen final 2016/2017), Correction[9).
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1. Soit ¢ : R} — R une fonction définie par ¢ () = In ().
(a) Montrer que ¢ est une fonction concave sur R .

(b) Pour n € N*, déduire I'inégalité suivante :

1+ ... +xy

VI, an €RY, (21X ... X 2,)™ < -

2. Soit F' : R™ — R une fonction différentiable et convexe. Montrer que :

z* € R" est un point de minimum global de F' sur R" si et seulement si VF' (z*) = 0.

Exercice 2.7. (Rattrapage 2016/2017, Correction [10).
1. Montrer que la fonction g : (R%)? — R définie par :

g(z,y) =2 +zy+y* —In(z) —In(y)

. 2 o
est une fonction convexe sur (R* )"

2. En déduire que la fonction f : R?\ {(0,0)} — R définie par : @
ety +y? 0

f(z,y) =

x

est convexe sur (Ri)z.

Exercice 2.8. (Examen final 2017 /2018, Correction

1. Soit @ : R™ — R une fonction concave.

le sous-ensemble de R™ défini par :

E,. 0 (z) >r, reR}
est convexe.
2. Soit ¢ : ]0,1[ — R la foncti ar: o (r) = %
(a) Montrer que ¢ est jon convexe sur |0, 1].

(b) En déduire que pour togt a,b,c € |0,1[ telquea+b+c=1,

&. §< L b 4+
2 " b+c at+c a+b

Exercice 2.9. (Rattrapage 2017/2018, Correction [12).

1. Montrer que la fonction ® définie sur [0, 2] par :

@(w):{l—g si 0<a<2

1 six=2

est convexe sur [0, 2].
2. Soit ¢ : ]1,400[ — R la fonction définie par : ¢ (z) = In (In (z)).
(a) Montrer que ¢ est une fonction concave sur |1, +00 .

(b) En déduire que pour tout a,b,c € |1,4+00],

In (“*g“) > ¢/In(a)In (b)1n (c).
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Exercice 2.10. (Examen final 2018/2019, Correction [13).
1. Soit h : R™ — R est une fonction. Montrer que h est convexe si et seulement si son épigraphe défini
par:

Epi(h) ={(z,t) e R"" xR: h(z) <t}
est un ensemble convexe.
2. Déduire que I'ensemble E = {(z,y) € R X R : y > In(1 + ¢*)} est convexe.
3. Soient n € N* et 21, 29, ..., 2, > 0. Montrer l'inégalité suivante :

14+ Yoy X9 X ... X1y < ’\L/(l—i—xl)x...x(l—i—xn).

Exercice 2.11. (Examen final 2018/2019 remplacement, Correction [T4).

1. Soit A : R®™ — R est une fonction. Montrer que h est concave si et seulement si son hypographe
défini par :Hyp (h) = {(x,t) € R* x R: h(x) > t} est un ensemble convexe.

2. Déduire que l'ensemble E = {(z,y) e R x |1,400[ :y <In(In(z))} estc
3. Déduire I'inégalité suivante : o

Vr,y € ]1,+oo], ln<x+y> @

Exercice 2.12. (Rattrapage 2018/2019, Correctlon . Soit ¢ : @% R la fonction défini par :

=In(In (z
1. Montrer que la fonction ¢ est concave sur R

2. Déduire I'inégalité suivante :

Vz,y €] ( ).
Exercice 2.13. (Correctlon .D Soit f la fon ne Varlable réelle définie sur R par :
Q =z+V1+ a2
1. Montrer que f est strictement e sur R.
2. Soita € Ret F, : R? — ction définie par :

(x —y) + 2% + azy + >

Pour quelles vg 8, F, est-elle convexe ?

Exercice 2.14. (C6 17). On considere la fonction f définie sur R? par :

f(z,y) =a* +y* — 122y.
Soit 2 I'ensemble défini par
Q:{(x,y)ERz/x>0; y>0; zy >1}.
1. Représenter graphiquement (2.
2. Montrer que 2 est un ouvert convexe de R

3. Montrer que f est strictement convexe sur §2.
4. f est-elle convexe sur R? ?

Exercice 2.15. (Correction . Soit h : R® — R définie par :
h(z,y,2) = 322 + 2y + 22 + axy + 2yz + 2x2.

Pour quelles valeurs du parametre a, la fonction h est elle convexe ?




CHAPITRE 3

Minimisation sans contraintes

£\

Définition 3.1. Un probléeme de minimisation sans contraintes peut étre exprimé de la fagon
suivante :

min f (x)
P 3.1
(P) {x o (1)
ol U est un ouvert non vide de R".
— Les variables x = (z1, x2, ..., x,) sont appelés "variables d’optimisation" ou variables de déci-

sion.
— La fonction f : U — R est appelée fonction "Cotit" ou fonction "objective".

Résoudre le probleme (2.I) reyie
mieux !) au sens de la définition su

her des points de minimum local (ou global, c’est encore

Définition 3.2. Soient U un ouvert de R"” et f : U — R une fonction.

1. On dit que z* € U est un point de minimum local de f si
Ja >0, f(2*) < f(x), pourtoutz € B(z*, o) NU.
2. On dit que z* € U est un point de minimum local strict de f si
Ja >0, f(z%) < f(z), pourtoutz € B(z*,a) NU, x # z*.
3. On dit que z* € U est un point de minimum global de f si
f(x*) < f(z), pourtoutz € U.
4. On dit que z* € U est un point de minimum global strict de f si

f@*) < f(z), pourtoutz € U, z # z*.

40
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Remarque 3.1. 1. Les définitions pour les points de maximum pour la fonction f, en inversant
les inégalités précédentes.

2. On dit que z* est un point d’extrémum de f si 2* est : soit point de minimum de f, soit point
de maximum de f.

3. On dit que z* est un point selle s’il existe o > 0 tel que

f(x1) < f(2") < f(x2) aveczy,x2 € B(z*,a) NU.

4. Si z* est un point de minimum de f sur U, alors f (z*) est appelé la valeur minimale de f sur
U.

Résoudre le probléme de minimisation % chercher le minimum de I'image directe
F ) =N #) /zcU}

qui est minoré, donc il existe un infim utre part, si f (U) est fermé, cet infimum est un minimum

de f.
Il s’agit donc maintenant d’étudiégl opriétés f et d’en déduire des résultats d’existence de solution
du probleme (2.1).
®

Exemple 3.1. Soit la fonctign f : R”— R définie par :

f(x)—{m2+1 six #0,

3 siz=0.

I'infimum de f est 1 mais f (0) = 3, il n’existe pas de points de R" tels que f () = 1. Dong, le point de
minimum de f n’existe pas.

Exemple 3.2. Soit la fonction g : R — R définie par :
g(x)=e
I'infimum de g est 0, mais 0 n’est pas atteint par une valeur finie z € R. Don, le point de minimum de g

n’existe pas .

3.1 Résultats d’existence et d’unicité d’un point de minimum global
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Démonstration. Comme A # (), nécessairement :

inf (A) e RU{—o0} et sup(A) € RU{+o0}.

1°" cas : inf (A) € R. Comme inf (A) est le plus grand des minorants de 4, Vn € N, inf (A) + 1/n n’est
pas un minorant de A. Il existe donc un élément z,, € A tel que

inf (A) <z, <inf (A4) +1/n. ®

Par passage a la limite, on obtient : !
lim x, =inf (A4

n—-+o0o

2" cas: inf (A) = —oc0. A admet seulement —oco comme @Par conséquent pour tout n € N, il

existe x,, €€ A telle que

de (z,,) et est laissée en exercice.

donc z,, ———— —o0.
n—+o0o
La construction de la suite (y,,) est simil &.\

Démonstration. S né suite minimisante de A4, i.e. :

lim z, =inf(A).

n—-+0o0o

Comme A est fermé, inf (A) € A et, par conséquent, inf (A) est le minimum de A.
La démonstration concernant le maximum est similaire et est laissée en exercice. O

Nous avons le théoreme classique de Weierstrass :
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Démonstration. Soit (x,,) une suite minimisante dans f (E), i.e. d’éléments de E telle que

lim f(z,)=inff(F).

n—-+o0o

Comme E est fermé borné, il existe une sous-suite extraite (z,(,)) qui converge vers un z € E. Cette suite
extraite vérifie

Tip(n) m x et f (x¢(n)) m inf f (E) .

Or f est continue, d’ol par unicité de la limite, il suit

f(z)=inf f(y)=min f (y).

yek yeE

et f réalise son minimum sur E. O

- f : R" — R définie par g (z,y) = 2%, pas coercive. En effet, la suite de terme général
zn = (0,n), n € Nest telle que

@ |zall = im 7 = +oo
o0 n—+o0o

. T _n2) —
nll}I-lr-loog(wn) - nl{l}-loo( n ) oo

Exemple 3.3. - f:R? — R définie par f (z & y? est coercive.
n

mais

Démonstration. Comme ¢ T) +oo,0na:
—+00

VAeR,3B>0/VteR, t>B=g(t) > A.
On pose t = ||z||, nous obtenons
VAER,3IB>0/VteR, t > B= f(x) > g(|z]) > A.

O
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Exemple 3.4. On considere la fonction f : R? — R définie par :
fzy) =a* +y* +220%% — 222 — 242 + 1
1. Montrer qu’il existe une fonction g : R — R telle que

V(z,y) €R, f(z,y) =g (2" +9°).

2. En déduire que f est coercive.

Démonstration. Soit a € R" et considérons I’ensemble

E={zeR"/f(x)<f(a)}. .\'
Il est facile de montrer : v
1. E est fermé, car @

E=f"(-oc0,f G)S'
donc E est I'image inverse d"un intervalle fermé pa on continue.

2. E est borné : supposons le contraire, alors il exis

une sulpé () de E avec z, — +o00. Comme
k—4-o00

f est coercive sur R", ceci entraine f (xy) onc contradiction, car

J’_
TNSP(a), Yk € N.

On déduit alors que E est un ensemb ans R". Du Théoreme de Weierstrass,
3 ue f(z*) < f(z), Vz € E.

Mais d’autre part, on a

2¥) < f(a) < f(x), Vx € R"\E.

Ceci prouve que z* est upjpoigt de minimum global de f sur R". O

Démonstration. 1. Par l'absurde : soit * € R™ un point de minimum local de f sur R", i.e:
Ir>0f(z*) < f(y) pourtouty e B(z*,r). (3.2)

et on suppose que z* n’est pas un point de minimum global, i.e. qu’il existe un point 21 de R™ tel
que :

f(=) < f@"). (3.3)
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Mais f est convexe sur R", donc pour tout o € |0,1[, nous avons :

f(A-a)z* +ax™) <1 —a)f(z")+af (%) =a(f (z%) = f (@) + f (=) < f(z7).
Soienta = 1/nety, = (1 — 1) 2* + L2 Nous avons :

Er}rl yn =2 et f(y,) < f(z¥) = 2" n’est pas un point de minimum local,
n o0

d’otlt contradiction.

2. Raisonnons par I'absurde. Soient z; et 22 deux points de R™ de minimum global de f avec z1 # .
Comme f est strictement convexe, nous avons :

F(P5) < 3+ 57 )

1 1
DPEC R SRR i

! D
convexe et coercive :

Ce qui est impossible.

Donnons pour terminer un critere pour qu’une fonction soit stri

Démonstration. La condition (2.4) impHqa@q f est strictement monotone et que f est strictement
convexe. Enfin f est coercive : en effé quons la formule de Taylor avec reste intégral

F)=f @)+ | G —)d= @)+ [ (9= a) -

Donc °
1
f( &(Vf(w),y—mH/o (Vf@+t(y—=) - Vf(z)y—a)d. 3.5)

D’apres (3.4) on obtient

7 zf<m>+<Vf<m>,y—x>+/01ta||y—xu2dt.
En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
(VF (@), —2) =~ IVF @)y — 3l (36)
De (3.5) et (3.6), on a:
F) = 7 @)~ 197 @yl + 5y > (37)

Fixons x = 0 par exemple ; il est alors clair que f est coercive.
Avec les Théoreme 3.2]et Théoreme 3.3 f admet un minimum unique z* sur R™. O
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La condition nous amene a la définition suivante :

Définition 3.4. Soit f : R” — R une fonction de classe C!. On dit que f est elliptique si la condition
est vérifiée, c’est-a-dire

Ja > 0tel que Va,y € R® (Vf (z) — VS (y),z—y) > alz—y|>.

ou « est la constante d’ellipticité.

Donnons un critere d’ellipticité

o
Démonstration. Soit f de classe C2 sur R". x

1. On suppose que la fonction f est elliptique. En utilisant le théof&de accroissement finis sur la
fonction g définie par :

g)=(Vfy+tz—-y),z—-y) ; ett € [0,1].
Donc,on a:
(Vf(),z—y) —(Vf(y),z— (y+0(x—y)(z—y),z—-y).
oul0<# <1 Alors,ona:

(V2f(y+0(z—1)( =(Vf(2)=Vf(y),z—y) >alz—y|*.

2. On suppose que la conditio
intégral sur la fonction

Dong, nous ay, '*‘

)= f(y) +(Vf(y),z—y)
1
+/0 (1= ) (V2 (g +t (@ — ) (& —y)x—y) db.

érifiée. En utilisant la formule de Taylor a ’ordre 2 avec reste

On applique la condition (3.7), on obtient :

F@) 2 @)+ (9 w)e—u)+ 5 e =l 39
On permute les variables z et y, on obtient

)2 F @)+ (Vf @)y =) + 5 ly — al* (3.10)

En sommant et (3.17) on trouve f est elliptique.
O
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N

3.2 Conditions d’optimalité d’un extrémum local

3.2.1 Conditions nécessaires du premier ordre

Démonstration. Si x* est un point de minimum local de f sur R"”, alors

Ve e B(«",p), f(a") < f(x),

ou B (z*, p) est une boule ouverte de rayon p centrée en x*. On suppose qge \Y/ # 0.
Soit h € R", h # 0; on peut trouver t;, = ”h” > 0 tel que

Vt e |0,t,], ¥ +th,a* —the B(x w
et donc 6
Vte |0ty ], f(z*) < f(x*+th) f(z* —th).
Or f est différentiable en z*, donc

) f(x*+th)— f(z¥) x* —th)

Tim t = (Vf (), )\ t = (V£ ("), ~h)
Donc

Vh e R, (U rOniA> 0 et (Vf(z*),—h) >0

c’est-"a-dire
{0} ) <Vf (33*) 7h’> =0
On pose h = V f (z*), alors o

P

Remarques 3.1. 1. Ce théoréme n’a pas de sens si la fonction f n’est pas différentiable.

IVF(@))* =0 Vf(z*) =0.

O

2. Le théoreme précédent donne une condition nécessaire mais non suffisante. En effet :
Vf (z*) = 0. n’entraine pas que f atteigne un minimum (ou un maximum) méme local, en
z*. Prendre par exemple z* = 0 et la fonction f définie par f (z) = 2% pour s’en convaincre.

Définition 3.5. Un point z* € R” vérifiant V f (z*) = 0 est appelé point critique ou point station-
naire. La relation V f (2*) = 0 est aussi appelée équation d’Euler.

I existe cependant des situations ou la relation est une condition nécessaire et suffisante.
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Démonstration. On a vu que la condition est toujours nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Soit
xz* € R™ tel que V f (2*) = 0. Comme f est convexe, on obtient

Ve € R", f(z) 2 f(27) +(V[f ("), z—z") = (7).

On a donc immédiatement le fait que z* est un point de minimum global de f sur R". O

3.2.2 Conditions du deuxiéme ordre

zeN 2

Démonstration. 1. a déja été vue. Montrons 2.
Soit z € R™ Appliquons la formule de Taylor-Youg a la fon ¢ (t) = f (z* + tz). Comme V[ (z*) =
0, on obtient :

0< f(a* +tx)— f(z") ¥ +tx)z,a) +o(t?).

Apres division par ¢?, on fait tendre ¢ vers (et oha [@fésultat voulu. O

= t3. Nous avons :

Exemple 3.5. La réciproque du théore € t est fausse. Il suffit de penser des exemples suivants :
1. Soit f la fonction définie sur R @

f(t) = 3t> et £ (t) = 6t.

Dong, f/(0) = f”(0) = 0.
au voisinage de 0, donc 0 ni

rs, 0 est un point critique de f mais la dérivée seconde change le signe
inimum ni maximum donc est un point d’inflexion.

f(zy) = 3zt — 42y + 2.

323 — 2xy =0

Vf(:c,y)zO@{

Alors (0,0) est un point critique de f.
- Ona :

V2f (0,0) = (8 g)

La matrice Hessienne V2 f (0, 0) est semi-définie positive puisque ses valeurs propres sont 0 et 2.
D’autre part, nous avons :
—0.6025 = f(1/2,1/2) < f(0,0) < f(0,1) = 1.

Dong, le point critique (0, 0) ni un minimum ni un maximum.
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On peut aussi remarquer que f n’est pas coercive puisque f (n,n?) P 0.
n—-+oo

Nous pouvons toutefois donner une réciproque sous forme de condition suffisante du second ordre
plus forte (pour un résultat plus faible) de ce qui précede.

Z N

Démonstration. Soit x € R™. On utilise de nouveau la formule de T pliquée a la fonction ¢ : t —

¢ (t) = f (z* + tz). Nous avons

fla*+te)— f(z¥) = ) (V2f (z*) 2 x>$2 Pla lz)? + o ().
Ceci montre que z* réalise un minimum local strj & O

3.2.3 Méthode pratique pour R?

Exemple 3.6. (Examen final : 2015/2016). Soit f la fonction définie sur R? par :

f(z,y) = 2%y + zy® — y.

1. Montrer que la fonction f n’est pas coercive.
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2. Calculer V f (z,y) pour tout (z,y) € R2.
3. Déterminer les quatre points critiques de f sur R2.

4. Donner la nature locale de tous les points critiques.

Démonstration. 1. Nous avons :

flz,z) =22 2> —— 400 et f(r,r) =222 —— —00
T——+00 T—>—00

Alors, f n’est pas coercive.

2. Le vecteur gradient est :

22y +y? —
Vi) = (5t Y)

2ey+y* —y=0 u 1=0
Vi(ey) =0e 00 7Y
2ry + 22 —x =0 x—Oo r—1=0

Alors, les points critiques sont : (0, 0), ( (1,0) et (1 /3

3. Nous avons :

4. La matrice hessienne de f sur R? est donnee par:

x+2y—1

(a) Pour (z,y) = (0,0),ona:

dong, (0, 0) est un point s
(b) Pour (x,y) = (0,1), oha:

&o det (V?£(0,1)) = ‘f é’ = -1

dong, (0, un point selle.
(c) Pour (z,y) = (1,0),ona:

det (V2f (1,0))

dong, (1, 0) est un point selle.
(d) Pour (z,y) = (1/3,1/3),0ona:

2/3 1/3

det (V2f (1/3,1/3)) = ’1/3 2/3

’—1/3>0 etr=t=2/3>0

dong, (1/3,1/3) est un point de minimum local.

O




3.3. FONCTIONS QUADRATIQUES

3.3 Fonctions quadratiques

3.4 Probléme des moindres carrés linéaire
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Démonstration. On pose f (z) = 5 || Az — b||*. On suppose que = € R” est un point de minimum de f sur
R™. d’apres la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre V f () = 0.Donc, on a :

1 t?
fx+th)=|A(x+th)—b|=(A(x+th)—bA(x+th)—b) = 3 ||Am—b||2+t<A:1:—b,Ah> + Bl ||Ah||2
Ainsi,

f(z+th) - f(x)

. =2(Az — b, Ah) +t || Ah|?,

t,_)() : — f(x) = (AT (Az —b) ,h) pour to@ # 0.

Nous avons :

Vf(z) = AT (Az —b) =0 =, ‘
On suppose que AT Az = ATb. Nous avons : %

Vy € R", Ay — — —x)
Donc,on a: &
(Ar b Aly—2)) =0 et %@b L Az b+ AW - o) 2 5 1Az — o]

Diou f(y) = [ (2). O

Démonstration. Nou ns :
Vo € R", (AT Az, ) = ||Az|* > 0,

donc, AT A est une matrice symétrique et semi-définie positive. Alors, I'équation normale admet au moins
une solution. Soient x1, 2 € R™ avec x1 # x2. Nous avons :

T __ AT T —
ATAxQZATb. = A Az = A" Ao = A A(.’L‘l—xg) =0.

{ATAxl — AT,
D’autre part, on a:
<ATA($1 —:172) , L1 — l'2> = ||A(a?1 - 332)”2 =0= A(wl —.’52) =0= 21— € Ker (A) = Tl = T2.
O
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Exemple 3.7. (régression linéaire). Considérons un nuage de n points de R2: P, = (ti,x;), 1 <i<n.Ces
données sont souvent le résultat de mesures et on cherche a décrire le comportement global de ce nuage.
En général ces points ne sont pas alignés, mais on décide de chercher une droite les "approchant” au
mieux. comme on n’a pas x; = at; + b pour touti = 1, ..., n, on cherche a minimiser la somme des carrés
des différences. On veut donc trouver un couple de réels (a, b) solution de probléme de minimisation sans

* *
- e #*
.\'H"H.\_ #* * *
* e
~_ )
N _ .
¥ ‘*-..\.‘h-?
#*
-
contraintes suivant : * * Q
Q) mln f(a,b)
(a,b) € R2

1. Ecrire la fonction objective f.
2. Calculer Vf (a, b) pour tout (a, b) € R2.

3. On pose
= t; ; @1 i Sut = sztz ; St2 = ZtQ
(a) Pour quelle condition,

f admet un point critique unique, noté par (a*, b*).

(b) Montrer I'inégalité
nSpe > (Sy)%.

(c) Montrer &t’est I'unique solution globale du probleme (Q).

Correction :

1. La fonction objeetive f est donnée par :

f(a,b) =" (wi — at; — b)?

i=1

2. Calculons le gradient de f en un point quelconque (a,b) € R% Nous avons :

n n n n
= 22(ati+b_$i)ti = 2aZt$ —I—szti —22.7}7;752'.
=1 =1 =1 =1

et
n n n
= Z2(ati+b—xi) :2aZti+2nb—22xi.
i=1 i=1 i=1
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3. (a) Nous avons:

Spza + Sigb = Sy

(a*,b*) € R? est un point critique de f si et seulement si V f (a*,b*) = 0 <
Sia +nb =5,

La résolution de ce systeme donne une solution unique si nSy2 — (Sy)? # 0. On obtient

" ’I’LSxt — SxSt % SJ;StQ — SxtSt
nStZ — (St) nStQ — (St)

(b) Avecl'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

n 2 n n n
— [thl < [Z 12] [Zt?] gnZt? = nSp
=1 =1 =1 =1

Alors, o
nSp > (S))2. \

(c) La matrice hessienne de la fonction f est donnée par :

%‘r

alors, tr (V?f (a,b)) = Spz+n > Oet det { = nS,2 —(S;)* > 0. Donc, au point (a*, b*),
la matrice hessienne V2f (a*, b*) est ni 51t1ve, alors f est strictement convexe sur R2.
Dong, (a*,b*) est 'unique solution gigb 1 probleme (Q).

3.5 Exercices
Exercice 3.1. (Correction. Soit [Nfort®#on f : R? — R définie par :

f(z,y) =a* +y* — day.

1. Soit # € R. Montrerdegadité suivante :
1
cos® (0) 4+ sin? () =1 — 5 sin? (26) .

2. Montrer, en considérant f (r cos (0) ,rsin (0)), que f est coercive.

3. Montrer que f a un minimum global que 'on calculera. Préciser en quels points (z,y) ce minimum
est atteint.

4. Une fonction coercive peut-elle admettre un maximum global ?
Exercice 3.2. (Correction @) Soit h : R? — R une fonction définie par :
B (,y) = (y— 1) +sin ().

1. Etudier la coercivité de la fonction h.
2. Trouver les points critiques de la fonction h.

3. Préciser la nature locale de ces points critiques.




3.5. EXERCICES 55

Exercice 3.3. (Examen final : 2015/2016, Correction . Une montagne a la forme de la surface définie
par:

2 (z,y) = 2zy — 22° — y? — 8z + 6y + 4 (I'unité de mesure est de 100 metres.)
Si le niveau de la mer correspond a z = 0, quelle est la hauteur de la montagne ?
Exercice 3.4. (Rattrapage : 2015/2016, Correction . On considere la fonction f définie sur R? par :
flzy)=2>+ay* +ay+a

ol « est un parametre réel donné.

1. Calculer la matrice Hessienne V2f (z,y) pour tout (z,y) € R2.

2. Montrer que f est strictement convexe sur R? si et seulement si a > i.

3. On pose o = 1. Montrer que f admet un minimum global sur R? en un poi 'on déterminera.
4. On pose a = 1/4. )

(a) Montrer que la fonction f est convexe sur R?. s

(b) Est ce que la fonction f admet un point de minimum global ? Justifier votre réponse.

Exercice 3.5. (Examen final : 2016/2017, Correction . On COHS%@ fonction f définie sur R? par:
4y

f(z,y) =a* +y* — 227

La fonction f admette un minimumlgbal Sur'R? ? Justifier votre réponse.

Calculer Vf (z,y) et V2f (2,9) 1

La fonction f est-elle conve

ut¥r, y) € R2.

ARl

Déterminer les points crifi et préciser leur nature.

Exercice 3.6. (Rattrapage : 2016/ 7, Correction@

*

1. Montrer que la fon ? 5 R définie par:

a:y)—a: + xy + 2 —1In(z) —In(y)

2
est une fonctionconvexe sur

2. En déduire que la fonction f : ]RQ\ {(0,0)} — R définie par:
e’ Fay+y?
flay)=—/0
est convexe sur (Ri)Q.
Exercice 3.7. (Rattrapage : 2016/2017, Correction . Soit h : R? — R une fonction définie par :
h(z,y) =22 + 2% + 22y — z — 9.

1. Calculer Vh (z,y) pour tout (z,y) € R?.

2. En déduire que le seul point critique de hest A = (%, 1).
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3. Montrer que h présente un minimum local en A et donner la valeur m de ce minimum.
4. Montrer que m est le minimum global de h sur R2.

5. On consideére ¢ : R? — R une fonction définie par :
o (z,y) = 26% + 2% 4 26"V — ¥ — ¢V,

En déduire que ¢ posséde un minimum global sur R? et préciser en quel point ce minimum est
atteint.

Exercice 3.8. (Examen final : 2017 /2018, Correction . Soit f : R? — R la fonction définie par f (z,y) =
x3 + 3zy? — 152 — 12y.
1. Montrer que la fonction f n’est pas coercive.
Calculer V£ (z,y) et V2f (x,y) pour tout (z,y) € R%
La fonction f est-elle convexe ? Et concave ? Justifier votre réponse.

Déterminer les quatre points critiques de f sur R2. x

AR R N

Donner la nature locale de tous les points critiques.

Exercice 3.9. (Rattrapage 2017/2018, Correction27). Soit f : R} la fonction définie par :
(r,y) ==z y +1

Montrer que la fonction f n’est pas coercive.
Calculer V£ (z,y) et V2f (z,y) pour tout
Déterminer les points critiques de f sur

Donner la nature locale de tous les 1ques

O L=

La fonction f admet-elle un mi lobal sur R} x R ?

Exercice 3.10. (Correction [28)

Considérons un nuage de n pdjats de R? : P, =
(t;yx;), 1 < i < n. Ces dgnnées sont souvent le
résultat de mesures giggif @herche a décrire le com-
portement global dé age. En général ces points ot
ne sont pas alignés, on décide de chercher une T

droite les "approchant”au mieux. comme on n’a pas ) .
x; = at;+bpourtouti = 1,...,n, on cherche & mini- . i — .

miser la somme des carrés des différences. On veut . e
donc trouver un couple de réels (a, b) solution de T, .S

probleme de minimisation sans contraintes suivant :

1. Ecrire la fonction objective f.
2. Calculer Vf (a,b) pou tout (a,b) € R2.
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3. On pose

th ; x—zxz ; Spt = szz ) St2—2t2
(a) Pour quelle condition, la fonction f admet un point critique unique, noté par (a*, b*).
(b) Montrer I'inégalité suivante :
nSp > (S)%.
(c) Montrer que (a*, b*) est 'unique solution globale du probleme (Q).

Exercice 3.11. (Correction @[) On considere la fonction f définie sur I'intervalle [—1, 1] par f (z) = z°.

espace CO ([-1,1]) des fonctions continues sur [—1, 1] est muni du produit scalaire défini par (h, g) =
f h(x d:c et onnote | - = \/(h, h) pour tous h, g € C° ([—1,1]).
On souhalte déterminer le polyndme P de degré 1nfer1eur ou égal a 1 qui appr le mieux f au sens
des moindres carrés, c’est-a-dire qui minimise || f — P parmi tous les polxno degré inférieur ou
égalal.

1. Modéliser ce probleme comme un probléme d’optimisation san&ﬁ&es.
2. Fcrire la fonction objective sous la forme d"une fonction quadr,

3. Etudier I'existence et I'unicité des solutions de ce problem

4. Résoudre ce probleme.

Exercice 3.12. (Examen final : 2018/2019, Correction

.

On 1dere la fonction f, définie sur R? par :

fa(x,y) = 22 + 1 2x — 2y.

Ot a est un parametre réel donné.
1. Calculer V£, (z,y) et V2f, (z,y) po
2. Pour quelles valeurs de a, la fongsi
3. On pose a = 2.
(a
(b
(c
d
4. On pose a >

Montrer que f, est conveéxe
Montrer que f, n’e cive.

Montrer que f, admet (f nombre infini des points de minimum global & déterminer.

~ ~— ~— ~—

Calculer la valglir nginimale de f, sur R%.

(a) Calcule ints critiques de f,.
(b) Préciser la fature des points critiques.
Exercice 3.13. (Rattrapage : 2018/2019, Correction . On considere la fonction f, définie sur R? par :
fa(2,9) = 22+ 2y + axy — 2° — y*.
Ot a est un parametre réel donné.
1. Calculer V£, (z,y) et V2f, (z,y) pour tout (z,y) € R2.
2. Pour quelles valeurs de a, la fonction f, est strictement concave ?
3. Onpose a = —2.
(a) Montrer que f, est concave sur R2.

(b) Montrer que f, admet un nombre infini des points de maximum global a déterminer.
(c) Calculer la valeur maximale de f, sur R2.




CHAPITRE 4

Algorithmes

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la conception de méthodes numériques pour la recherche
des points 2* € (2 qui réalisent le minimum d"une fonction f : 2 — R:

f(&") = min f (z).

xeQ)
ou f est supposée au moins différentiable sur €2 un ouvert non vide de R" g0 ‘optimisation sans
contrainte.
Nous commencerons par quelques définitions : “

‘
J

Définition 4.1. (Algorithme). Un algorithme est défini par une application A : Q@ — Q) permettant
la génération d"une suite d’éléments d"un ouvert 2 non vide de R” par la formule :

P xg € €2 donné,
; Th4+1 = A (:ck) .

Définition 4.2. (Convergence d'un algorithme). On dit que l'algorithme (P) est converge si la
suite (z) engendrée par 1’algorithme converge vers une limite z*.

‘
J

Définition 4.3. Soit (z;) une suite de limite z* définie par 1’algorithme (P). On dit que la conver-
gence est

1. linéaire sil'erreur ej, = ||z — =*|| décroit linéairement :
IC € ]0,1[, Jko, Yk > ko ert1 < Cey.
2. super-linéaire si l'erreur e; décroit de la maniere suivante :

ep+1 < ey,

ol oy, est une suite positive convergente vers 0. Si o, est une suite géométrique, la convergence
de l'algorithme est dite géométrique.

3. d’ordre p sil'erreur e;, décroit de la maniére suivante :
3C >0, Jko, Vk > ko ep+1 < C[ek]p.

Sip = 2, la convergence de I'algorithme est dite quadratique.

4. Enfin, la convergence est dite locale si elle n"a lieu que pour des points de départ ¢ dans un
voisinage de z*. Dans le cas contraire la convergence est globale.

58
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4.1 Meéthodes de descente

On peut caractériser les directions de descente en xj, a u’gradient :

Démonstration. 1. Soit d € ) ave une direction de descente en x alors par définition, on a :

3 Otel que f(z+ pd) < f(z), ¥Yp€[0,po].
Soit ¢ : R — R o&ﬂ définie par :

On a ¢ est de classe C! et

o (p) = f(z+pd).

¥ (p) = (Vf (& +pd),d).
Comme d est une direction de descente, on peut écrire :
¢ (p) <9 (0), Ype[0,p0],

et donc

Vpe]0,p0l, MSO;

en passant a la limite lorsque p tend vers 0, on déduit que ¢’ (0) < 0 c’est-a-dire

(d,Vf(x))<0.




60

4.2. METHODES DE GRADIENT

2. Soitd = =V f (x) # 0. On veut montrer qu’il existe py > 0 tel que si p € ] 0, po] alors

f(z+pd) < f(z) oup(p) <¢(0)

ol ¢ est la fonction définie en 1. ci-dessus. On a :

¢ (0) = (d.Vf (2)) = = IV (2)|* < 0.

Comme ¢’ est continue, il existe py > 0 tel que si p € [0, po| alors ¢’ (p) < 0.
Sipe]0,po] alors

w(p)—¢(0)=/0p90'(t)dt<0,
[ ]

2 (p) < (0), v/ae]o,po],v,
ce qui prouve que d est une direction de descente stricte e@

et on a donc bien

O

4.2 Meéthodes de gradient &\%
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Exemple 4.1. Utiliser la méthode du gradient a pas fixe avec trois itération pour résoudre le
probleme suivant :

min _f (z,y) = 422 + 2y® + 4zy — 32
(z,y)ER?

On pose (zo, yo) = (2,2) et p =1/6.

x(0) << Cp>C{>Ca>C3
FIGURE 4.1 — Chemin de suite de la méthode du gradient a pas optimal

Démonstration. En utilisant la suite (4.2), on obtient :

(g1 — Thy Thg2 — Thg1) = PrPht1 (Vf (k) , VI (2p41))

On introduit la fonction suivante :
o(p) = f(xr—pVf(xr)),
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ona:
¢’ (p) = —(Vf (xr = pVf (21)), Vf (2k)) -

et puisque pj, est le point de minimum de ¢, donc d’apres la condition nécessaire de premier ordre on a :
0= (or) = = (Vf (2 — ppVf (21)) , Vf (21)) = = (Vf (xh41) , VS (1)) -

D’ou

(Thg1 — T, Tpy2 — Tpg1) = 0.

Remarque 4.1. 1. Grace Proposition le vecteur gradient V f (z},) est parallele au vecteur
tangente de plan du niveau {z, f (z) = f (zx+1)} au point ;.

2. Lasuite (f (x1)) est strictement décroissante.

Démonstration. On pose ¢ (p) = f (zx — pV f (w,%@ 0. Alors, d’apres (4.2), on a :
@ <o (p)-

D’autre part, nous avons :
(0) == IV (x)|I” < 0.

Dong, il existe p > 0 tel que

[
2(0) > ¢ (p). pourtoutpe ]0,p].

Alors,ona:

faei) = @ (pr) <9 (p) <@ (0) = f (k).

Remarque 4.2. Grace Proposition 4.3} nous avons les critéres d’arréts suivants :
L IVf(zo)ll <€
2. |f (.’L'k+1) - f(xk)| <eg

3. ||zp+1 — x| < e
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4.2.1 Pas optimal : cas quadratique

Soit f : R™ — R une fonction quadratique définie par :
F(2) = 5 (Az,2) — (b,2) +
o1 A est une matrice carré d’ordre n, symétrique et définie positive. b € R" et ¢ € R. D’autre part,ona:
Vf(z)=Az—b et V2f(z)=A.
Soit ¢ (p) = f (xr — pgx) avec gr, = V f (z1). Le pas optimal py, est caractérisé par :

¢ (pr) = 0.

donc,on a:
(Vf(xr — prgr),9x) =0,

dong, on obtient : v
(grog1)  lloxl? %

Pr = = >0
(Agr, 1) gl Ag

La méthode du gradient a pas optimal peut donc s’écrire cas quadratique)

(4.3)

Exemple 4.2. Résoudre le probléeme

: 2 2
mn x,Y) =x"+
(:r,y)ERQf (z,y) y

avec point de départ (x,y) = (1,1)"Nous avons :
|

2 0
VS ) = o2 VS ) = 3
Donc, g0 = (2,2)", po = llg0l1* /98 V2f (1,1) go = 1/2 et
1
(z1,91)" = (z0,20)" — pogo = (1,1)" — 3 (2,2)" = (0,0)".

La méthode converge vers le point de minimum global (0, 0) pour une seule itération.

Exemple 4.3. Résoudre le probléme suivant :

2

. x 2
min x,Y) = — +
Wi flay)=—++y

avec point de départ (z,y) = (1,1).
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g ¥

hd
FIGURE 4.2 — Méthode du gradient a pas opti a& (2,y) = 22 + 92

4.2.2 Convergence

Pour étudier la convergence de la suite (£.3), le lemme suivant :

Démonstration. On pose y;, = x; — *. Nous avons :

E(zp) = E(rp1) _ 20k9% Ay, — pigt Agy,
E (xy) yi Ay,

Donc, Ay, = Axy, — Ax™ = Az — b = g, nous avons :

2(gfgr)”  (oFar)” 2
E(zr) = E(eher) _ ol dos ol Ao _ (99.)
E (zy,) gL A g (9F Agr (9F A gr))

Pour déterminer le taux de convergence, nous avons le lemme suivant :
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Démonstration. Soient 0 < A1 < Ay < ... < A, les valeurs propres de la matrice A. Avec changement de
repere, la matrice A devienne une matrice diagonale telles que les éléments diagonaux sont les valeurs
propres du matrice A c’est a dire A = diag (A1, A2, ..., An). Donc, nous avons :

(+" )" ( =

(2T Az) (zTA-1x) ( n

ZE:Aﬁt?

i=1

n
ot a; = 2/ E x?. D’autre part, on a :
i=1

n n
D @i =B+ Bodn et Y (ai/N) = @& T = s = Bndn e Bi+ Bn = 1.
1 n A1 An

i=1 i=1

On pose S1A1 + BpAn = A, on obtient :

AlAn 4)\1)\n

MDD AN F A =N O+ A

Avec Lemme &4.2) nous avons le théoreme de convergence suivant :

Démonstration. 1. En utilisant Lemme[4.1]et Lemme[4.2} on obtient :

Blonn) < (1- 2200 ) B = (M)zE(ww.

(A1 + An)? An 4+ M1
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2. On peut démontrer par récurrence que

E < E
@< (5 B,

A est définie positive, alors on a :

A ” *||2 < ( ) < )\'n — )\1 2k ( )
L — T E (x T FE(xo) .
1 k > k) > b\ )\1 0

Par passage a la limite, on obtient x, ——— z*.
n—-+4oo

4.3 Méthodes de direction conjuguée §
°

Définition 4.6. (Vecteurs conjugués). Soit A € M,, (R) une matrice symétrique définie positive.

1. Deux vecteurs u et v de R™\ {0} sont dits A-conjugués si
(Au,v) = (u, Av) = 0.
2. Une famille {dy,...,d,,} de R™\ {0} est dite A-conjuguée si

(di, Ad;) = 0

pour touti,j =1,...,mtel que i # j.

Démonstration. Supposonglque{do,di, ..., dy} est une famille A-conjuguée, i.e.
Q di £0Vi et {di, Ad;) =0 sii#j
Soient av, . . ., ay € R tel que

m
E a;w; =0
=0

donc,on a:
m
Zai (dz, Ad]> =0
i=0
et donc

a; (dj, Adj) = 0.

Or (dj, Adj) # 0 car d; # 0 et A est symétrique définie positive. On en déduit que o; = 0 pour tout
j=1,,...,m.Lafamille {do,...,d,} est donc libre. O
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Exemple 4.4. Soit la matrice suivante :

3
A= |0
1

N = O

1
2
3

On remarque que A est symétrique et définie positive puisque toutes les mineurs principaux sont
strictement positive c’est a dire

3 0

A1=3>0,A2:‘0 4

3
‘:12>0, As =0
1

N = O

1
2| =20>0.
3

Notre but est de construire un ensemble de vecteurs A-conjugués dy, d> et ds.
Soit dy = (1,0, O)T, dy = (z,vy, z)T etdy = (a, S, fy)T. Si d}Ady = 0,alorsona:

301
dfAdi=[1 0 0] |0 4 2 y:3 x
1 2 3 %

Soientx =1,y =0etz = —3. Alors, d; = (1, ()

3"
Pour trouver le troisiéme vecteur dy = (a, qu1 s@gue avec dy et di, nous avons :
=0,
-3)"

{dOAd2 =3a+v=

dT Ady = —6 — 8’y§

<=>d2 14

Remarque 4.3. La méthode ci-dessus pour trouver des vecteurs A-conjugués n’est pas efficace.
Une procédure systématique pour trouver des vecteurs A-conjugués peut étre congue en utilisant
l'idée sous-adjacente au processus de Gram-Schmidt de transformer une base donnée de R" en une
base orthonormée de R".

4.3.1 Algorithme de Lgfectlon conjuguée
L J
t

Nous présento
tique de n variab

nt I’algorithme de direction conjuguée pour minimiser la fonction quadra-

f(x) =%<Am,m) —(b,z)+¢

ot A € M,, (R) est une matrice symétrique définie positive, b € R" et c € R.

Définition 4.7. (Algorithme de la direction conjuguée). L’'algorithme de la direction conjuguée
est définie par un point de départ o € R" et dy, d1, ..., d,—1, n vecteurs A-conjugués et pour tout
k € N, nous avons :

gr = V[ (x1) = Az, — b,

g dy,
T Ady’

Tht1 = Tk + apdy.

A = —
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Démonstration. Considérons x, — xo € R"™. Puisque les vecteurs dy, dy, . . ., d,—1 sont linéairement indé-
pendants, donc il existe des constantes fy, 31, ..., -1 € R tel que
Ty — x0 = Podo + Srd1 + ... + Bp_1dy_1. (4.7)

En multipliant les deux cotés de I'équation pardl Aaveck =0,1,...,n — 1, on obtient :
dgA (.’IJ* - xo) = ,BkdgAdk,
ott les termes d! Ad; = 0, pour tout k # i, par la propriété A-conjuguée. Par conséquent,

Br = di A (2" = z0) xo)‘
di Ady, [

Nous pouvons écrire, x
T = x9 + apdp + a1dy + ... + aklm;
Dong, &

T — xo = apdo + apdy + ... 1dp_1. (4.8)

Ainsi écrire

z* — 1z = x5 ¥ (21, — 0)

et en multipliant ci-dessus par d7, 4, nous

d{A (" — x9)
car g = Axp — bet Az* = b. Ainsi,

Grace (.7), et (A8

N

x —xg) + de (mk — azo) = —d%gk,

(4.9)

pbiient x,, = x*. O

Exemple 4.5. Trou point de minimum global de la fonction quadratique suivante :

f(x)z%xT [;l ;]x—a:T [_11], x € R?

En utilisant la méthode de la direction conjuguée avec le point initial o = (0,0)” et les directions
conjuguées sont do = (1,0)" et d; = (—3/8,3/4)".
Nous avons :
go = Azg — b= (1,—1)T,

et donc
1
1 -1
O[Oz_ggdo _ : ][0] _ 1
d¥ Ady 4 2] [1 4’
ol 3l
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Ainsi,
0
1 = xo + apdp = [0] —

Pour trouver x5, nous calculons

'—1/4] .

S F[SARGREN]
ot
a0 A
R TR A el
Dong,

1E2=961+041d1={ /]+2[ 3/8

0 3/4
Parce que f est une fonction quadratique de deux variables

Pour une fonction quadratique de n variables, nous avo

Démonstration. On note que

Az

puisque g, = Az, — b. Ainsi,
‘. Jk+1 = G + apAdy,.

Nous prouvons I

|

D)

*

mme suivant :

= A$k+1 —b-— (ACIZ‘k - b) = Gk+1 — Gk,

par récurrence. Pour k£ = 0, nous avons :

T
95 do
=T — do.
e (dOTAdo) °
Donc,
T _ T
g1 do = (Axz1 —b)" dy
— ol Ady — (090 47 4y~ b7a
0T \dT Ay ) T
= ggdo — g do = 0.
On suppose que g} d; = 0 pour touti =0,...,k — 1. Soitk > 1 fixéeti =0,...,k — 1, nous avons :

ng+1di = g;{di + adeAdi =0

Univeruits Hoohamed Boudicf, de H'sile
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D’autre part, nous avons :
gk+1dk = Amk+1 — b) dk

T
dp| Ady, —b'd
= [ (i) ] aa-vra

= (Azj, — b)" dj, — gl di
=0.

Par conséquent, par récurrence, pour tous0 < k <n —1let0<i <k, gﬁrldi =0. O

4.3.2 Algorithme de gradient conjugué

Soit A € M,, (R) une matrice symétrique définie positive, b € R" et f : R” — Rune fonction définie
par: f(z) = 1 (Az,x) — (b,z) + c otc € R

L’algorithme de gradient conjugué est résumé ci-dessous. o

Démonstration. Nous mogdtons par récurrence. Nous montrons d’abord d} Ady = 0. Dans ce cas, nous

écrivons :
d§ Ady = df A (—g1 + Bodo) -

En remplacant

g1 Ady

Bo= do Ady

Dans 1’équation ci-dessus, nous obtenons :

T Ad
d§ Ady = d A(—g1 + Bodo) = df A (—91 + Z;Ad(? d0> = —d} Agy + gT Ady = 0.
Nous supposons maintenant que do, d, . . ., dy, k < n — 1 sont des directions conjuguées. Du Lemme 4.4}
nous avons :
giadj=0,5=0,1,...,k (4.10)
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Nous montrons maintenant que
g£+1gj =0, pourtoutj=0,1,..., k.
Pour j € {0,1,...,k} fixé, nous avons :
dj = —gj + Bj-1dj-1. (4.11)
En substituant dans (£.10), on obtient :
91{+1dj =0= —9/?+1gj + /Bj—lng—f—ldj—l-

D’apres (4.10), on a glzﬂdj—l =0, donc ggﬂgj =0.
Nous sommes maintenant préts a montrer que

d;‘CHAdj =0, pourtoutj=0,1,...,k.
®

x

Si j < k, alors d Ad; = 0, en vertu I'hypothese de récurrence. Pa@mm, nous avons :

T T
dk+1Adj = — 9K+

Nous avons :

d%—i—lAdj = (—ng + ,Bkdk)T Adj.

Mais g1 = gj + ajAd;. Car g,zﬂgi =0,i=0,1,... /&

dF Ady == 0.
Ainsi,
dﬁr Apour toutj =0,1,...,k— 1.

Il reste a montrer que df, | Ad savons:

df  Ady = (—grr + Bredy) " Ady.

[ )
de'Pr,, on obtient :

Ad T
dy = (— d)T Ady, = [ — g’““’“d)Ad:o.
k= (—9k+1 + Brdy) k <9k+1+ aT Ad % k

En utilisant I'expreg

T
dk—i—l

Exemple 4.6. On considere la fonction quadratique suivante :

3 3
[z, 20, 23) = 596% + 223 + 596% + z1x3 + 209703 — 371 — T3,

Nous trouvons le point de minimum par I'algorithme de gradient conjugué, en utilisant le point de départ
zo = (0,0,0)7.
Nous pouvons représenter f comme :

1
f(x)= ixTAx —z7b.
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ou

b

Il
= o W
N e O

1 3
2] et b= |0
3 1

Nous avons :
g(x) =Vf(x)=Ax — b= 3z + x3 — 3,42 + 223,21 + 229 + 3x3 — l)T.
Par conséquent,
9o =(-3,0,—1)",

dO = —40,

T
- = _— =0.2778
di Ady 36 ’

oy =

et ®

x1 = xo 4 aody = (0.8333,0,0.2778)% x
L’étape suivante donne c
g1 = Vf(z1)=(-02222,0.5 @@a ,

_gf Ady
Bo =
doAdyg

Nous pouvons maintenant calculer

di = —g1 + Bodo M ~0.5556, —0.5864)" .
T
91 dq

Q - = 0.2187,

‘ dT Ady

xo =%1 + ard; = (0.9364, —0.1215,0.1495)" .

= 0.08025.

Par conséquent,

et

. @ .
Pour effectuer la tr e ation, nous calculons

g2 = Vf (22) = (—0.04673, —0.1869, 0.1402)"
g3 Ady

dT Ad,
dy = —go + frdy = (0.07948,0.1476, —0.1817)" .

= 0.07075,

Par conséquent,

_ g3dy

= 0.8231
do Ads ’

a9 =
et
T3 = T + aady = (1,0,0)T .

On remarque que g3 = Vf (z3) = 0. Comme prévu, parce que f est une fonction quadratique de trois
variables. Par conséquent, 2* = 3.




4.4. METHODE DE NEWTON 73

4.4 Méthode de Newton

Exemple 4.7. Soit f : R — R une fonctj

Nous avons :

1

t f// (m) = —(1 n 3;2)3/2‘

'& o
point de minimum global unique z* = 0.
de Newton est donnée par :

f' (zx)

_ _ 2\ _ 3
Tpyl = Tk — Iz (l'k) =T — Tk (1 + :I?k) = —x.

Alors, la fonction £
la suite de la m

— Si |zg| > 1, alors la méthode de Newton est divergente.
— Si |z| < 1, alors la méthode de Newton est convergente vers la solution z* = 0.

Pour la convergence de la méthode de Newton, nous avons le lemme suivant :
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Démonstration. On pose g (t) = Vf [z* + ¢ (z — 2*)]. Nous avons :
g ) =V2fz* +t(z—2%)](z —2%).
Alors,

Dong,

1
Vf(m):/o V2f[z* +t(z —2%)] (z — 2*)dt.

Nous prouvons maintenant Théoreme

Démonstration. Nous avons :

Ty —a* = ap — a* — [V2 Vf(xg)
[V% (wx —a*) = V[ (1))

DNV ()]
1
& V2f ( k—w*)—/o sz[a:*+t(:vk—a:*)](a:k—x*)dt)
°f (a

‘@ p) — V2f (2% +t (x — )] (z — 2*) dt.

Avec les hypotheses de théoréme, on obtient :
1
lowss — oIl < || 927 (@] 7| /O 1[V2F (2x) = V2F (@ + ¢ (- 2*)] (2, — 27)]| dt

< |72 @7 /01 1[V2f (a) = V2F (2" + t (2, — )] || Jon — 2"

L ! L
sj/um—fwﬁz—w@—fw
a Jy 2a

Montrons par récurrence. Pour k = 0, nous avons :

20
o -l < § =22 (2) .
L L \2
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On suppose que (4.14) est vrai pour k c’est a dire

fop -2 < 22 (1)
T — T —
k =7 \2

et on montrons pour k£ + 1. Avec (¢.13), nous avons :
2

o —al < Lo < £ [ 22 (1)) 222

TR TN = g T =50 1T \2 —T\2

Exemple 4.8. On considere le probleme suivant :

min r1,%2) = (@ -ty —5
i S (@) = (0 —2)' o+ (2

1. On pose z¥ = (2%, 2%). Avec la méthode Newton, montrer la fO% écurrence suivante :

vk e N, ot %&m

(a) Montrer que Vk € N, ¥ = (1 — (7)

2. Soit 2° = (0,0)7,

3
(b) Déduire le point de minimum de f#
(c) Tracer dans un repere Cartésie ), Yes points 20, x1, 22, 23 24, 25 2*

Solution : Nous avons :

Q 12 (21 — 2)? 0
331,932 é et V f 551’@ [ ( 1O ) 12(@_5)2}
vons

1. Pour tout k € N, nous a

2. On pose z° = (0,0).

(a) montrons par récurrence. Pour k£ = 0 est trivial. On suppose que

()0
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et on montre pour k£ + 1. Nous avons :

(b) le point de minimum de f est

(c) Nous avons :

=(2/3,5/3)", » (10/9 25/9), @5/27
(130/81,325/81), 2° = (422/243, 1% )

; %'{,

X
5

Q

4.5 Exercices

Exercice 4.1. (Examen final : 2015/2016, Correction[32). Soient A € M, (R) une matrice symétrique et
définie positive et b € R". On note \;, ¢ = 1,...,n, les valeurs propres de A telles que : 0 < A\; < Ay <
< Ane

On définit la fonction g : R — R par :

g(x) = % (Az,x) — (b, x) .

ot (-, -) est le produit scalaire euclidien dans R".

1. Démontrer qu’il existe a > 0 tel que Vz € R", (Az,z) > o|z|?, o
sur R"”.

- || est la norme euclidienne
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Montrer que la fonction g est coercive.
Calculer Vg (x) et V2g (z) pour tout x € R".

Montrer que g possede un unique point de minimum global sur R” noté z*.

ARl

On considere la suite (z*), oy d'éléments de R™ définie par :

x’ € R"
gl = ok — pVg (2¥), pourtout k € N.

ol p est un réel positif fixé.

k k+1

(a) Soit e¥ = zF — 2* avec k € N. Donner une relation entre e“*! et e*.

(b) Montrer que si 0 < a < 2/, alors la suite (:nk) est convergente vers z*.

Exercice 4.2. (Examen final : 2016/2017, Correction . On considere la fonction gydéfinie sur R? par :

f(x,y):x4+y4—2x2—2y2+4xy. ®

1. Avec I'inégalité < 1 (2% +y?), montrer qu'il existe « > O e el®que

V(z,y) €R?, f(z,y) > a(z®+y

La fonction f admette un minimum global sur R? ? i re réponse.
Calculer Vf (z,y) et V2f (x,y) pour tout (x,y) € R2

La fonction f est-elle convexe sur R? ?

ATl

Déterminer les points critiques de f et pr

Exercice 4.3. (Rattrapage : 2016/2017, Corggctio

h(
Calculer Vi (z,y) pour tou .

1.

2. En déduire que le seul uedehest A= (l %)

3. Montrer que h présente un thinimum local en A et donner la valeur m de ce minimum.
4. Montrer que m est pimum global de h sur R2.

5. On consideér une fonction définie par :

(z,y) = 2% + 2 + 2™V — e” — ¢V,

En déduire que ¢ possede un minimum global sur R? et préciser en quel point ce minimum est
atteint.

Exercice 4.4. (Examen final : 2017/2018, Correction[85). On considére la matrice et le vecteur suivants :
2 « 2
a= 2 5] e o=
avec a € R\ {—2, 2}, et la fonction quadratique suivante :
1
g(x)= B (Az,z) — (b, x), x = (x1,12) € R?

ot (-, -) est le produit scalaire Euclidien dans R?.
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1. Calculer le déterminant et la trace de la matrice A.
2. Quelles sont les valeurs propres de la matrice A ?

3. Pour quelles valeurs de ¢, la fonction g admet-elle un unique point de minimum global ? Justifier
votre réponse.

4. Calculer le gradient de g.
5. On pose |a| < 2 et soit z* = (2}, 2%) la suite de la méthode de gradient & pas optimal définie par :

pp = HdkH
dTAdk

o = 2k 4 prdy.

(a) Soit 20 = (2-?;01’ 2+a> Calculer z!

(b) En déduire que z! est I'unique point de minimum global de g.

Exercice 4.5. (Rattrapage : 2017/2018, Correction @ On considere la matr vecteur suivants :
a—1 v
AR (>

avec o € R, et la fonction quadratique suivante :

g(x)= <Aa: x) — (b, = (W, 22) € R?
ot (-, -) est le produit scalaire Euclidien dans R2
1. Calculer le déterminant et la trace de la r
2. Déduire les valeurs propres \; et )\2 malrice A, ot \; est la plus petite valeur propre de A et Ay

est la plus grande valeur propre d

3. Pour quelles valeurs de «, la o admet-elle un unique point de minimum global ?

4. Calculer le gradient de g.
5. On pose a > 2 et soit 2¥ =

1
&. " =2k pvyg (:vk) ou p= "

(a) Aveclé e départ 2° = (1, 1), Calculer z'.

) 1a suite de la méthode de gradient a pas fixe définie par :

(b) Vérifier qu&’z! est le point de minimum global de la fonction g sur R?.
Exercice 4.6. (Examen final : 2018/2019, Correction[37). Soit g : R? — R la fonction de Rosenbrock définie
par:
2
g(x,y) = (&= 1)* +10 (* —y)".

1. Calculer Vg (z,y) et V3g (z,y) pour tout (z,y) € R%
2. La fonction g est-elle convexe sur R? ? Et concave sur R? ? Justifier votre réponse.

3. Montrer que g admet un minimum global sur R?.

4. Soit 2% = (aF, y )T la suite de la méthode de Newton définie par :

2Pl =k [VQg (zk)] o Vg (zk> pour tout k € N.
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(a) Pour 20 = (29, yO)T = (0,0)7, calculer z* et 22.
(b) Montrer que 22 est I'unique point de minimum global de g sur R2.
Indication : Si A est une matrice d’ordre 2 et inversible, nous avons :

1 _
A:<CCL Z>:>A_1: <d b> avec ad — be # 0.

ad —bc \—c «a

Exercice 4.7. (Rattrapage : 2018/2019, Correction . On veut minimiser la fonction f (z) = 3 (Az, z) —
(b, z), ot b € R" et A est une matrice réelle d’ordre n, symétrique et définie positive de valeurs propres
0 < A1 < ... < Ap. Celarevient a résoudre le systeme Az = b. Pour cela, nous allons employer la méthode
du gradient a pas fixe. Soit z* la solution de ce systéme. On propose 1'algorithme suivant :

0 n
e R",
xk L X (4.15)
"t =% —aVf (2¥), pourtoutk € N.

ol « est une constante réelle donnée. L

1. Soit e* = zF — 2* avec k € N. Donner une relation entre e**1

et \'
2. Montrer que l'algorithme (6.1) converge vers x* si et seulemer@ < 2/An.
r

3. Montrer que la vitesse maximale de convergence est obte;& a=2/(\ + \,) et préciser sa

valeur.
4. On pose:

) converge-t-il ?

(b) Déterminer la suite (") ar 1/ i (.15) en fonction de k, lorsque z° = (0,1,0)"
eta=1/2.

(c) Déduire z* le poin um global de f sur R3.

(d) Calculer le nombre des érations effectuées tel que Ha:k —z* H <1076,

&o




CHAPITRE 5

Travaux pratiques

51 TP 1 :Optimisation sans contrainte en dimension un

Soit f : [a,b] — R une fonction . L'objectif de ce TP est de trouver la valeur 2* qui minimise la fonction
f sur l'intervalle [a, b].

Méthode de la section dorée ‘

Cette méthode est simple mais efficace, n"utilisant pas rivée, pour trouver l'optimum d’une
fonction unimodale a une dimension.

1. Créer une fonction Matlab my fun . m pour écrire la fonction f.

2. Créer un script scriptTP1.m et tracer la figure de la fonction f sur l'intervalle [ag, bo]. Fonction
utile : plot. Vérifier que la fonction f est une fonction unimodale sur I'intervalle [ao, bo].

3. Créer une fonction Matlab section_doree.m qui prend en argument les bornes a et b de l'inter-
valle. Cette fonction doit retourner la valeur de z* ainsi que le nombre d’itérations effectuées iter,

80
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en prenant comme tolérance ¢ = 10~. Tracer sur méme figure les points (x1, f1), (22, f2). Fonction
utile: hold on hold off.

4. Tester la fonction section_doree.m dans scriptTP1l.m et afficher a l'aide de la fonction
fprintf : z* le point de minimum de la fonction f sur l'intervalle [ao, bo] et iter le nombre d’itéra-
tions effectuées.

Méthode de Newton en dimension 1

La méthode de Newton est un algorithme de descente unidimensionnel utilisant la direction de
descente de Newton :

1. Créer deux fonctions Matlab fprime.m et fseg@nde .mypour écrire les fonctions f’ et f”.

2. Créer une fonction Matlab newton.m qui
une tolérance eps = 107, Cette fonction
nécessaires pour trouver z*.

gument un point de départ zy. En prenant
réel z* qui annule f’ et le nombre d’itérations

3. Tester cette fonction dans scriptTP . Adficher a I’aide de la fonction fprintf la valeur de z*
et le nombre d’itérations effec %
4. Comparer le nombre d’itér aveglla méthode de la section dorée.

Exemples
1. Minimiser la fonctigpf (z) = 0.5 — ze~*" sur [0, 2] et le point de départ est zp = 0.18.
n¥(z) = 2% — 1123 + 1722 — 7z + 1 sur [0, 1] et le point de départ est z¢ = 0.

3. Maximiser la n g (x) = x cos (z) sur [0, 7] et le point de départ est zp = 0.19.

2. Minimiser la
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5.1.1 Programmes sous MATLAB
Méthode de la section dorée avec Matlab
Fonction : myfun.m

£319:9:9:9:9:0:010:0:9:9:9:9:0.0:0:0:0:9:9:9.9:0:0:0:0:9:9:9:9:9:0:0:0:0:9:9:9:9:0:0:0:0:0:9:9:9.9:0:0:0:0:9:9:9.$.6-4
FRXXXXXXXKXXXXXXXXXXXXX Fonctions objectifs f XXXXXXXXXXXXXXXX
£31919:9:9:9:9:0:0:0:9:9:9:9:9:0.0:0:0:9:9:9:9:9:0:0:0:0:9:9:5:9.9:0:0:0:9:9:9:9:9:0.0:0:0:0:9:9:9:9:0.0:0:0:9:9:$.9.94
function y= myfun (x)

y=.5-x.*xexp(-x."2) ; %Exemple 1
Fy=x.76-11xx."3+17*x."2-7+x+1 ; 3Exemple 2

Fy=—-x.*Ccos (x) ;% Exemple 3

end

Fonction : section_doree.m °

£P.9:0:9:0-9:0.0.9.0.9:0.0.9.0.0.9.0-9.0.0.9.0.9.0.0.9.0.0.0.0.9.0.0.0.0-0.0.0.9.0.0.0.0.9.0.0:9.0-4 X sXXXXX
TRXXXXXXXXXXXXX Fonction de section dorée XXXXXXXXXX X XXXXXXXXX
£9:9:9:9:0:9:9:9:9.0:9:9:0.9.0.9:9.0.9.0.9.9.0.9.0.9.9.0.9:0.0.9.0.9.0.0.9.0.9.9.0.9.0.9.0.0.9.0-4 XEXXKXXXKXXXXXXX

function [Min, iter]=section_doree (a,

b)
tau=(sqrt (5)-1)/2 ;
eps=0.000000001 ;
x1 at(l-tau) x (b-a) ;
x2 attaux (b—-a) ;
fl=myfun (x1) ;
f2=myfun (x2) ;
$for i=1 :iter
k=1 ;
while (b-a)> eps
if f1 < f2 % remplac 2

b=x2 ;

x2=x1 ;

x1l=a+ (1-tau) * (b—a) ;

f2=£f1; o

fl=myfu &
else % sinon % ce a par x1

a=x1 ;

xX1=x2 ;

x2=a+ttaux* (b—-a) ;

f1=£f2 ;

f2=myfun (x2) ;

end

F————————————— Dessin les points sur le graphe de f-————————-
hold on

plot (x1,f1,’0") ;

plot (x2,f2,'x") ;

hold off

gﬁaqmwuwﬂ& :g}L w%wbu.%$wﬁMR QLmhu@b&técM@J&mned &&Mﬂﬁﬂ% de J@Qﬂ&l
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iter=k ;
Min=(a+b) /2 ;
fmin=myfun (Min) ;

Rttt bttt Dessin de la solution sur le graphe de f-———————-
hold on
plot (Min, fmin, " r’") ;
hold off

Méthode de Newton avec Matlab
Fonction : fprime.m

function y = fprime (x)
Fy=(2xx.72-1) .xexp (-x.72) ;
Fy=6xx."5-33*xx."2+34xx-7 ;
y=—-Co0Ss (X) +xX.*sin (x) ;

{
end J\sy
Fonction : fseconde.m c
function y = fseconde (x) %
Fy=(6xx—4*x.73) .xexp (-x.%2) ;

Fy=30*xx.74-66xx+34 ;
y=2+sin(x)+x.*cos (x) ;
end

Fonction : newton.m

function [xmin,niter] = newt

eps=0.0000000001 ;

k=1 ;

while abs (fprime (alpha nde (alpha) ) >eps
alpha=alpha-fprime (&Npha) /fseconde (alpha) ;
k=k+1 ;

end )
niter=k ;

xmin=alpha ;
end

Programme principal : scriptTP1.m

£5:9:9:9:0:9:9.:9:9.0.9:9.0:9.9:9.9.0.9.9:0.9.0.9.9.0.9.0.9.0.0.9.0.0.9.0.9.9.0.9.0.9.0.0.9.0.9:0.0.9.0.0.0.0.9.0.0.9.0.9:0.0:¢
FTRXXXXXXXKXXXXXKXXKXXKXK scriptTPl.m XXX XXX XXX XXX XXX XXX XKXXXKXXX
£9:9:9:9.0:9.9:0:9.0.9:9.90.9.0.9:0.0.9.0.0.9.0.9.0.0.9.0.9.9.0.9.0.0.0.0.9.0.0.9.0.0.9.0.9.0:0.0.0.9.0.0.0.0.9.0.0.0.0-0.0.4

$x=0 :.01 :2 ;% Exemple 1
$x=0 :.01 :1 ;% Exemple 2
=0 :.01 :pi ;% Exemple 3

X
plot (x,myfun(x),’r’)
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clc

clear ;

ExxxXXXXxxxxxxxxxX affichage de solution XXXXXXXXXXXXXXKXXXXXXXXKXKXKKX
fprintf (/! - ——— \n’)

fprintf (’ Méthode de la section dorée \n')

fprintf (/! ——————————— \n’)

fprintf (’ Point de Minimum | Nombre iterations \n’)

fprintf (/! - \n’)

a=0 ;

b=1;

[Min, iter]=section_doree(a,b) ;

fprintf ("%4.4f | %$4.0f\n’ ,Min, iter)

fprintf (/ XXXXXXXXXXXXXXKXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXx\n’)
$===================== Méthode Newton ====================
fprintf (’ Méthode de Newton

fprintf (/! """ ————

fprintf (! Point de Minimum |

fprintt (" -----------—-—7—"-———""—""""""""———————

%$alpha=0.18 ;

%alpha=o0 ;

alpha=0.19 ;

[xmin,niter] = newton(alpha) ;

fprintf (' %$4.4fF
fprintf(! --———"—""-"—""""""""""-

Résultats

0.7071 | 45
XXXXXXXXXX KXXXKXXKXXKXXKXXXXXKXXKXXKXXXX
Méthode de Newton

Point de Minimum | Nombre iterations
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f{)=0.5-x2p(x%)
05 : : .

nas| ‘ Foint de Minimum=0.7071

04y ‘ M. Hérations=46

035+

FIGURE 5.1 — Exemple 1 °®

0.2836 | 45
PO 0099900 0:9:9:9:9:9:9:9:9:9.9.9.9.9:9:9:9:9:9:9:9:9:9:9:9:9:4 %

Méthode de Newton

faE- 1 1M T T e

0ap

Min=0.2836, tération=45

nar

07

06F

y=fx)

1
D&

o4t

03f

02r

01 | | | | | | | | |

FIGURE 5.2 — Exemple 2

3. Pour maximiser la fonction g (z) = x cos (z) sur [0, 7], on pose f () = —g (z) et o = 0.19.
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XXXXXKXXXKXXXX XXX XXX XXX XKXKXX XXX XX KXX XXX
Méthode de Newton

Point de Minimum | Nombre iterations

fix)=-xcos(x)

25+ Min=0.8603, Itération=47 i

e

A 4

FIGURE 5.3 mple 3
‘o
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52 TP 2 : Méthodes de gradient

L’objectif de ce TP est de vous faire programmer les méthodes suivantes :
i Gradient a pas fixe,
1w Gradient a pas optimal,

pour des fonctions quadratiques de R"™ dans R. Soit n € N*. On considére la matrice A4,, € M,, (R) etle
vecteur b, € R"™ définis par :

-2 4 =2
A= 1| o o | etbn=q1,1,....0)%
-2 4 —2
0 0o -2 4
o
On cherche 4 minimiser dans R"” la fonction s

1 c ! I
In (x) = 5 (Anz, ) — (b, ) . @
On appelle donc (P,,) le probleme de minimisation sans c@hﬂvant :
x)

mi (

Remarque : il est important d’exploiter, dans les questions qui suivent, le format « creux » de la
matrice A, afin de diminuer les temps de calcul. Fonctions Matlab utiles : sparse, full.

Méthode du gradient a pas

On rappelle 'algorit dg gradient a pas fixe pour une fonctionnelle f : R" — R, un point de départ

préalablement définis :

20

Créer un script scriptTP2_fixe.m pour répondre aux questions suivantes :

1. On se place dans le cas n = 2.

(a) Calculer J; et V.Jo. Tracer sur une méme figure les courbes de niveaux de .J; ainsi que le champ
de vecteurs V.J, sur le pavé [-10, 10]°.

Fonctions Matlab utiles : contour, quiver.
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(b) Calculer les itérations 2 = (2f, 2%) données par l'algorithme de gradient a pas fixe, et tracer

sur la méme figure que précédemment la ligne qui relie les 2*. On prendra 2° = (8,4), p = 0.1
ete=10"12
Fonctions Matlab utiles : hold on,plot,hold off
2. On se place de nouveau dans le cas général.
(a) ecrire une fonction gradient_£fixe.m qui prend en argument A4,, b,,, un point de départ z0,
un pas p et un test d’arrét ¢, et qui renvoie le vecteur x,, qui minimise .J,, ainsi que le nombre
d’itérations effectuées.

(b) Tester cette fonction pour p = 1074, ¢ = 107!2 et pour n = 2,5, 20, 50. Afficher a 'aide de la
fonction £printf le nombre d’itérations ainsi que le temps de calcul pour chaque n.

3. Reprendre la question 2.b. pour p = 0.5, puis p = 1. Que constate-t-on ? Peut-on choisir le pas p
arbitrairement ?
Méthode du gradient a pas optimal

On rappelle 'algorithme du gradient a pas optimal pour une fonctio
départ 2° et un test d’arrét e préalablement définis :

:R"™ — R, un point de

Créer un script scriptTP2_opt et reprendre les questions suivantes :
1. On se place dans le casn =

(a) Calculer J; et V.Js. une méme figure les courbes de niveaux de .J; ainsi que le champ
de vecteurs V.J sur le\gavé [—10, 10] x [-10, 10].

Fonctions Matlab utiles : contour, quiver.
i .ns 2% = (2%, 2%) données par l'algorithme de gradient a pas optimal, et
bme figure que précédemment la ligne qui relie les 2*. On prendra 2° = (8,4),

Fonctions Matlab utiles : hold on,plot,hold off.
2. On se place de nouveau dans le cas général.

(a) Ecrire une fonction gradient_optimal.m qui prend en argument A,,, b, un point de départ
29, un pas p et un test d’arrét ¢, et qui renvoie le vecteur z,, qui minimise .J,, ainsi que le nombre
d’itérations effectuées.

(b) Tester cette fonction pour p = 1074, ¢ = 107!2 et pour n = 2,5, 20, 50. Afficher a 'aide de la
fonction £printf le nombre d’itérations ainsi que le temps de calcul pour chaque n.

5.2.1 Programmes sous MATLAB
Fichier : scriptTP2_fixe.m
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o)

F— = Fichier scriptTPl_fixe.m-———-—-—---"-""""""—"—="—"————————————

clear all
close all

ittt bttt Maillage du domane-———-————————————————————————————————
[x,y] = meshgrid(-10 :.5 :10,-10 :.5 :10) ;
24X .N2-2xXxy+2xy . " 2-X-Y ;

figure(l) ; mesh(x,y,z) ; title(’mesh’)
$figure(2) ; surf(x,y,z) ; title(’'surf’)

$figure(3) ; contour(x,y,z,20) ; title(’contour’

[o)

$figure(4) ; contourf(x,vy,z,20) ; title(’conto

[c,h]l=contour(x,vy,z,20) ;
%$clabel (c,h) ;

[u,v]=gradient(z,-0.2,-0.15) ;
hold on

quiver (x,y,u,Vv)
hold off

axis image

xs01=0.50 ;
ys0l=0.50 ;

rho=0.1 ;
k=1 ;
x(k)=8;
y (k)=4 ;
hold on
plot (x (k) ,y(k), " +r’) ;
hold off
r(k)=1;
while r(k)> 107-6 && k< 1000
x (k) =4%x (k) -2*y (k >—1;
dy<k>=4*y<k>—2*x<k>—
x (k+1)=x (k) rho*dx(k);
y (k+1)=y (k) —rhox*dy (k) ;
hold on
plot (x(k+1),y(k+1),"*x") ;
hold off
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r(k+1)=sqgrt ( (x(k+1)-x(k)) . 2+ (v (k+1) -y (k)) .~2) ;

k=k+1 ;

end

F—— solution exacte-—————--—-"--"""""""""""""""" - ———
hold on

plot (xsol,ysol,"+r’) ;

hold off

%pause ;

e —— Cas général-————————"""————————————————————
clc

clear ;

$rho=input (' Donner la valeur de rho=’") ;

$N=input (' Donner la taille de la matrice N=')

fprintf(’\n Taille | Itérations | Temps | Err@ur
fprintf (/ x n’)

for (N=2 :5)
F——m Fonction gradlent fixe—-——————- — ————————————

[niter, temps, err]=gradient_fixe (N)

s _ ——

Sfprintf (' le temps de calcul est %4.6f sec ,toc) ;

[o)

$fprintf (' le nombre diterations est %4. it ion \n’,niter) ;

fprintf('\n %4.0f | %4.0f | %4. %$4.6f \n’, N, niter, temps, err)
end
fprintf (' --——"-—"—-"—+"-"—-"+"-"-"—-"--"—"—""-& N F""——""F"""""" \n’)

Fichier fonction Gradient_fixe. O

%Ce fichier est une fo matlab

% gradient_fixe calcul gui minimise Jn ainsi que le nombre d’itérations
% effectuées

function [niter, te Crr gradlent flxe(N)

A=sparse (N, N

for k=1 :N
A(k,k)=4;

end

for k=2 :N
A(k-1,k)=-2;

end

for k=2 :N
A(k,k=-1)=-2;

end

b=ones (N, 1) ;
$full (b)

[o)

g ——— point de départ x0-———"""""""""""—————————————
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x0=ones (N, 1) ;
F—— = calcul point de minimum xn--—-——-——-——--"""="""—"—"—"—"—"—"—"—"——"——~—"———
k=1 ;
tic;
rho=0.1 ;
x=x0 ;
r(k)=1;
while r(k)>10"-6 && k<=999
grad=A*xx-b ;
x=x—-rhoxgrad ;
r (k+1)=rhox*norm(grad) ;
err=r (k+1) ;
% hold on
Splot (k, r(k+1),’ x")
$hold off
k=k+1 ; o
end

niter=k ; !
temps=toc ;
return @

Fichier : scriptTP2_optimal.m

clear all
close all

[x,y] = meshgrid(-10 :.5 :1
z= 2xX."2-24%Xxy+2%y."2-X

[}

$plot3(x,vy,z) ; % affichage de la courbe
$figure(l) ; mesh(x,y,z) #;, title('mesh’)
S$figure(2) ; surf( y‘) ; title (' surf’)

G—mm -§¥-——-Courbe de niveaux et Champ de vecteur—-—-—-----
$figure (3) ; r(x,vy,z,20) ; title(’'contour’)

$figure (4) ; cowyourf(x,vy,z,20) ; title(’contourf’)
[u,v]=gradient (z,-0.2,-0.15) ;
[c,h]l=contour(x,vy,z,20) ;

$clabel (c,h) ;

hold on

quiver (x,y,u,Vv)

hold off

axis image

F—mm Gradient a pas fixe avec n=2-————""————"————————————————————————
xs01=0.50;

ysol=0.50 ;

k=1 ;

x(k)=8;
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y(k)=4;
hold on
plot (x(k),y(k),"+r") ;
hold off
r(k)=1;
while r(k)> 10"-6 && k<1000
x (k) =4+x (k) -2%y (k) -1 ;
4

y(k)=4xy (k) -2xx(k)-1;

rho( )=(dx (k) ."2+dy (k) ."2) / (4*dx (k) . "2+4xdy (k) . "2-4xdx (k) xdy (k) ) ;
x (k+1)=x (k) -rho (k) *dx (k) ;
y (k+1) =y (k) —rho (k) *dy (k) ;
hold on
plot (x(k+1),y(k+1),’x") ;
hold off

r(k+1l)=sgrt ((x(k+1l)-x(k)) . "2+ (y(k+1)-y(k))."2) ;

k=k+1 ; o
end

e solution exacte-———————————————— QT "~ ! ———————————
hold on

plot (xsol,ysol, " +r’) ;
hold off

clear ;

fprintf (‘\n Taille | Itérations
fprintf('-—————"———"—""""-"— —
for (N=2 :100)

F Fonct4 ient_fixe-————""""""""""""-—————
i imal (N) ;

$fprintf (’le temps de cal®ul est %4.6f secondes \n’,toc) ;

[o)

$fprintf (' le nombre igerations est %4.0f iteration \n’,niter) ;

fprintf (' \n | $4.0f | %$4.6f | %$4.6f \n’, N, niter, temps, err)
end
fprintf (/' -————-———-""-""""""""""" \n’)

Fichier : gradient_optimal.m

%Ce fichier est une fonction matlab
% gradient_fixe calcul xn qui minimise Jn ainsi que le nombre d’itérations
% effectuées
function [niter,temps,err]=gradient_optimal (N)
§ —mm e Déclaration la matrice A—————---————————————
A=sparse (N,N) ;
for k=1 :N
A(k,k)=4 ;
end
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for k=2 :N
A(k-1,k)=-2;

end

for k=2 :N
A(k,k-1)=-2;

b=ones (N, 1) ;

$full (b)

g———— = point de départ x0--——-----"-""""""""""""""—-"—————
x0=ones (N, 1) ;

F————————————— calcul point de minimum xn-—---—--—-—-—--""""—"—"—"—"—"—"—"—"————————
k=1 ;

tic;

x=x0 ; [ ]

r(k)=1;

while r(k)>10"-6 && k<10000 x
grad=A*x-b ; %

%$full (grad) ;
rho= (norm(grad) ) ~2./ (grad’ *xA*xgrad) ;

$full (mu)
x=x-rhoxgrad ;
$full (x)

r (k+1)=rhoxnorm(grad) ;
err=r (k+1) ; x
k=k+1 ;

end

niter=k ;

temps=toc ;

return

5.3 TP3: Méthode, du gradient conjugué et méthode de Newton
o

L'objectif de ce
iz Méthode du
iz Méthode de Newton,

pour résoudre le probleme d’optimisation sans contraintes suivant :

{minf (z), 5.1)

&ous faire programmer les méthodes suivantes :
O (116€

gnt conjugué,

r e R"

ol f : R™ — R est une fonction différentiable.
5.3.1 Méthode du gradient conjugué
On considere que f est une fonction quadratique définie par :

f(z)= %xTAa: — bz,
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ot A € M,, (R) est une matrice et b € R"” donnés par :

-2 4 =2
A= ¢ o | etb=(1,....1)"
-2 4 =2
0 0 -2 4

L'idée de cette méthode est de construire itérativement des directions dg, d, . . ., d;, mutuellement
conjuguées. A chaque étape k la direction dj, est obtenue comme combinaison linéaire du gradient en xy,
et de la direction précédente dj,_, les coefficients étant choisis de telle maniere que dj, soit conjuguée avec
toutes les directions précédentes.

Sil'onnote g, = V f (x) = Az, — b, 'algorithme de la méthode du gradient conjugué prend la forme
suivante :

1. Créer un script seriptTP3_conju vérifier numériquement, pour quelques valeurs de n,
que A est bien définie positive. tiliser par exemple la fonction eig.

2. On se place dans le cas n =

(a) calculer f (x1,xz2) € 79). Tracer sur une méme figure les courbes de niveaux de f ainsi
que le champ de vecteurs V f sur le pavé [—10, 10] x [—10, 10]. On utilisera les fonctions de
Matlab contour et quiXrer.

(b) Calculer legitéfations =, = (2§, 25) données par l'algorithme du gradient conjugus, et tracer
sur la igufe que précédemment la ligne qui relie les x. On prendra zq = (8,4) et
e=10"

3. On se place de nbuveau dans le cas général.

(a) Ecrire une fonction gradient_conjugue.m qui prend en argument A, b, un point de départ
x et un test d’arrét ¢, et qui renvoie le vecteur 2* qui minimise f ainsi que le nombre d’itérations
effectuées.

(b) Tester cette fonction pour € = 107 et n = 2, 5, 20, 50. Afficher a I'aide de la fonction £fprint £
le nombre d’itérations ainsi que le temps de calcul pour chaque n.
5.3.2 Méthode de Newton

La méthode de Newton permet de construire un algorithme permettant de résoudre le systeme
d’équations non-linéaires :
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ou f : R" — R est une fonction différentiable. L’algorithme de cette méthode au probleme d’optimisation
(5.1) est donné par :

1. Ecrire une fonction newton.m qui prend en argument A, b, un point de départ x( et un test d’arrét
€, et qui renvoie le vecteur * qui minimise f ainsi que le nombre d’itératio

2. Créer un script scriptTP3_newton.m et tester la fonction newton,
2,5,20,50. Afficher a 1’aide de la fonction £fprint £ le nombre d’itér&

calcul pour chaque n. v
o
\
J

‘o




CHAPITRE 6

Corrections des exercices

Correction de I’exercice 1.1 : (Exercice|l.1).
1. (a) Si(x,y) # (0,0), la fonction f (z,y) = L;,'eré’ est continue sur R?\ {(0,0)}.

(b) Si(z,y) = (0,0), onposex =rcosf ety =rsinb:

3/2

3/2
im 7y = lim r'/2 |cos O] sin 6§ = 0, Y,
(z)—(0,0) 22 +y2 =0 °

Alors, f est continue en (0,0), donc f est continue sur R?. s
ng

2. (a) Si(z,y) # (0,0), la fonction f est dérivable par rapport a cas,ona:

aof
873/ (:Ua y)
Si (z,y) = (0,0),ona:
of o S
Alors,ona:
3/2(,2_,2 .
of Eod) i (@) £ 0,0
J 0 si (z,y) = (0,0)
(b) Si (z,y) € R} x R¥ n f est dérivable par rapport a z et la dérivée donnée par :
((Lf( - /2 (3y2 — 2?)
"' or YT oy gy
Si (x, 9 R*, la fonction f est dérivable par rapport a = et son dérivée donnée par :
Of (4 gy = VD (722 4 3y7)
or 7 2 (22 + y2)?
(c) Si(z,y) = (0,0), nous avons :
gz (00 = fim h =0

Alors,on a:

1/2(9,2_ .2
yal 2 (3y*—a?) si (z,y) € R% x R*,

of 2(962172?;2)22 )
_ —x Tz +3 . * *
9z (z,y) = ¢ U ;(x2(+y2);r ) si (x,y) € R* x R*,
0 si (z,y) = (0,0).

96
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Nous avons :

of 1/n?/?
55“/’m Tt =V e e
(1/n 1/n) = £ — 40

Alors, les deux dérivées partielles 3 9 et af n’est pas continue sur R2.
3. Soit (a,b) # (0,0). Nous avons :

_ 3/2 3/2 3/2
OF (0 oy — pi L) = FO0) a2 a2 iR
ov t—0 t t—0 ¢t (a2t2 + b2t2) t—0 a? + b2 12

4. Nous avons :

f(hk)— 8L (0,00n— 9L L(0,0)k - £(0,0)

lim =
(h,k)=(0,0) Vh? + k:2
n|?/2k
On pose ¢ (h,y) = (h2+‘k2|)—h2\/w Nous avons : %

v (1l/n,1/n) = %%&oo

Alors, f n’est pas différentiable en (0, 0).

Correction de I'exercice 1.2 : (Exercice[L.2). x

1. Nous avons:
(a) La fonction ¢ est une foncji® elle est différentiable sur R?\ {(0,0)} et les dérivées
partielles premiéres sont d @

7y(x —yt + 422y )
é o= (2 +37)°
4_ .4 2 2)

(9f( ) = $($ —y* — dxcy
Jy (22 + y2)?
D’autre a:
89 . g(h,O)*g(0,0)_ . g(h,O)_
oy (00 = lim h = fm == =0
g _ iy 900:K) —g(0,0) _ . g(0.k)
gy (00 = jim k =pm ey =0
Alors, les dérivées partielles premieres existent et sont données par :
$4— 4+4x2 2
@(x y) = w si (z,y) # (0,0),
or 0 i (z,) = (0,0).
x(xt -yt —4x2y?
@(x y) = # si (z,y) # (0,0),
o 0 i (z.) = (0.0).
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(b) Les dérivées partielles g—g et ng/ sont continues sur R?\ {(0,0)}. D’autre part, on pose z = r cos §
ety =rsinf,ona:

(x,y%ig%0,0) gg; (x,y) = rl_i)%1+ rsin 6 ((3054 6 — sin® 6 + 4 cos® f sin? 9) =0,
(z,yl)iin(o,o) ggg/ (z,y) = Tl_i)r(l)l+ r cos 6 (cos4 6 — sin* @ — 4 cos? f sin® 9) = 0.

Donc, % et % sont continues en (0, 0).
Alors, la fonction g est de classe C! sur R2.

2. Nous avons :

0 o) o)
&g (0,0) = lim o, (10 = 5,0.0 lim o, (1-0) _ tim L (1
oxdy h—0 h h—0  h h—0 h

2g 99 (0, k) — 22 (0,0 5
8y8x = 50 k IHO k4

3. D’apres la question 2., 8:0 8y (0,0) # 2 8y 5-(0,0) et avec & e de Schwarz, la fonction g n’est
pas de classe C? sur R?.

et

Correction de Iexercice 1.3 : (Exercice[L.3).

1. Nous avons :

(a) Dy = R2
(b) La fonction f est différentiable ¢ @t son dérivées partielles premieres sont données par :
of 1 of 2y
- ,@—22 et == (z,y) = ———.
Oz + (z+9?) dy 1+ (z+y?)
Alors,ona:
1 2y T
o vf ( 27 2 2) '
1+ (@412 1+ (2 +92)
) Les deux ions partielles 9 75 et af sont différentiables sur D/ telles que :

2 (z +y?) ﬁ:2+2($—|—y2)($—3y2)
[1 +(z+ y2)2] oy [1 +(z + yZ)Z} i
’f _ o _ —y@+y’)
Ooxdy  Jyox [1 +(z+ y2)2} 2

et

83:2

Alors, la matrice hessienne de f est donnée par :

—2(x+y?) —y(z+y?)
9 | [@+?) [14+(z+y2)?]"
[1+(:c+y2)2]2 [1+(50+y2)2]2
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(d) Développement limité de f au point (0,0) a 1’ordre 2 donné par :
Flath) = Fa)+(VF (a) 1)+ 5 (VF () o) + o (|10]?)

On pose a = (0,0) et h = (z,y). Nous avons : f (0,0) =0, V£ (0,0) = (1,0)"

V2f (0,0) = (8 g)

Alors,on a:
flzy)=a+y*+o0(z® +y%).

2. Nous avons :
(@) Dy = {(z.y) R / 14 ay > 0}.

(b) On remarque que g € C' (D,). Donc, on a : Y
ag y \
Vg(z,y)=(4) ="t
oy 14
(c) g € C%(Dy). Alors,ona: ‘
—y 1
v2g ($’ y) (1+icy) (1+:ch)
v (Lay)®
(d) Développement limité de g au pqint x ‘ordre 2 donné par :
_ L } 2 T Z 2 2
9(@.0)=9(0.0) + ) +5 (7000 (5) (1)) +ola+s

=zYy—+0

Correction de 'exercice 2.1 : (E¥rcice[2.1). Soient (x,y), (2',y") € E et A € [0, 1]. Nous avons :

1172 yQ
& GE:> +bf2gl,

JeEo <Z'>2 L7

5 <L

Nous avons :
(1=XN)(z,y)+ A () =[1=Nz+ ', (1 =Ny + /]
D’apres la convexité de la fonction = — x2, nous avons :
[(I=Nz+2]> < (1=Na?+ A=) et [(1-Ny+M\/]° <1 =N?+ )%
donc,

0 =Netraf =Ny’ (52 ea (2 )

- = 2 ot >§1—)\+)\:1.

Alors, (1 —)) (z,y) + A (2,y') € E d’ou E est convexe.
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Correction de I'exercice 2.2 : (Exercice2.2). Nous avons :

y oz
14a 14a

1
z=rx+—(x—y) =
a

D’apres la convexité de f, nous avons :

az

F0 =1 (Lo 1) S e W T T o),

En multipliant I'inégalité précédente par 1 + o, on obtient :
Fly) = fz)+alfz)—f(2)-

Correction de I'exercice 2.3 : (Exercice2.3). Nous avons :

$2€]$1,x3[<=>5|)\€]071[2 (1— IL’1+)\JJ3

Donc,on a:
(1 =) (z2 —z1) = Aag —22) = L )\ ng _.* (6.1)

D’aprés la convexité de f, nous avons :

f(f)?g) f[(l*)\)f)?1+)\I3 1* f@f $3

Donc,on a:
f(z2) = f(z1) < x2) — f(z1)],
Ainsi,
A
f(xs) — f (g2 — f(z1)] (6.2)
en remplacant (6.1) dans (6.2), on obtie
J (72) > f(z2) = f (1)
) N ]
Correction de I'exercice 2.4 : (Exgrcicel2.4).
1. Nous avons :
T (,r __
f,/($)—€ (6 ]‘)ZO
(1+e7)
D’ou f est con sur |
2. En utilisant I'inégalité de ]ensen pour \; = 1/netby, b, ..., b, > 0.Nous avons :
n 1 n
b; < = b
F(Swm) <23 sw
Ainsi,

n

1 1 1
- =
14 eXizibi/n — n; 1 4 ebi

On pose b; = In (a;), on obtient :

n

1 n
;1+a12 1+ Yaraz. .. an
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Correction de I'exercice 2.5 : (Exercice[2.5).

1. Les dérivées partielles premieres de f sont données par :

of (z) _ [f(x)

0x; ne;

Dong, les dérivées secondes sont données par :

(n=1)f(z)

Pf(x) )=z sti=],
O0x;0x; % si i #j.
1Ly

On pose w; = 1/x;. Donc, on peut écrire la matrice hessienne comme

V2f(z) = —fsf) (ndiag (1/3:%, 1/23,..., l/x%) — ww?

Soit v € R™. Nous avons : °®

VIV f (z)v = féf) [nva/mZQ —

(v"w)” = (Zn: Ui/xi>2 <

i=1

donc,on a:

< @ u f est concave sur D.

2. Onposexri =z =...= ous avons :

f(z)=y.

lifdéaire et par conséquent f n’est pas strictement concave.

.6 : (Exercice[2.6).

et par conséquent v! V2 f (z

Dongc, la fonctiosn

Correction de 1’eke

1. Nous avons :

(a) La fonction ¢ est une fonction concave sur R’ car

-1
Vo >0, ¢" (z) = pe < 0.

(b) Donc,on a:

[:Ul—l—...—i—:vn
In|—M
n

] > ;iln(:cz) =In |(z1 X ...xn)l/n].
=1

D’aprés de la croissance de la fonction « — e”, on obtient :

1/n<l‘1+...+l’n

X ... X
(71 Ty) "
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2. Soit * € R™ est un point de minimum global de F' sur R" c’est a dire
Ve e R", F(2¥) < F(x).
On suppose que VF' (z*) # 0. Pour tout h € R™\ {0}, nous avons :

F (z* +th) — F (z¥)

lim — (VF(2%),h) >0,
t—0+ t
T Gl 0 Rl 0 R o A
t—0— t

Grace la différentiabilité de ', on a :

(VF (z*),h) =0, pourtouth € R"\ {0}.

On pose h = VF' (z*), on obtient :
IVF (z*)||> =0 < VF (z*) = 0, donc contra&

Réciproquement : On suppose que VF' (z*) = 0. D’apres la dlwmhte et la convexité de F',

nous avons :

F(z) > F(z*)+(VF (z*),z — :&*) , Vo € R",
donc z* est un point de minimum global de F' sur R".

Correction de I'exercice 2.7 : (Exercice2.7).
1. La fonction g est de classe C? sur (Ri)z. N a:

Soit (h, k) € R%. Nous avQns :

<[*‘3+ [ ) = () e (2 )

2
E3
Dong, g est convexe sur (R% ).

k2
A= ——— (32 +22° +2y° + 1) <0.
7y

2. On remarque que g (z,y) = In(f (z,y)). Soient V (z,y), (2',y') € (Ri)z et VA € [0,1], d’apres la
convexité de g, nous avons :

In (f([(l—)\) (a:,y)—l—)\(x',y')])) (1—=XNIn(f(z,y)) +Aln (f (a:’,y’))
In[(1=X) f(z,y)+Af (2/,9)]

(d’apres la concavité de t — In (t)).

<
<

Alors,ona:

FIA=XN (2,9 + A (,y)] <A =X fla,y) +Af (7).

i N 2
Dot f est convexe sur (R% ).
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Correction de I'exercice 2.8 : (Exercice[2.8).
1. Soient z,y € E, et A € [0, 1]. Nous avons :

{“Eféq’(’“’)z“ S O[1-Na+ ] >0 -N0()+AD(y) > (1—\)r+\r=r

yeE, = d(y) >r.

Alors, (1 — A\)z + \y € E, d’ou E, est convexe.
2. Soitz € ]0,1].

(a) Nous avons :

2

/ 1 "
¢ (r)=—7 et ¢ (UC):W-

(1—x)
Donc, pour tout z € ]0,1[ ¢” (x) > 0 d’ou ¢ est convexe sur |0,1].

(b) Avecl'inégalité de Jenson, nous avons : PY

s0<a+§+c) S go(a)+<p?()b)+<,0(c) @3@<a+b ¢

3
- <
5 = +

Correction de I'exercice 2.9 : (Exercice2.9).
1. Soient z € [0,2[ et A € [0,1 [. Nous avo

B[(1— N+ A1) ® () — A (2) = -\ <0.

Donc, ¢ est convexe sur [0, 2

_ 1 " . —(1+In(x))
~ zln () et ¢ (@)= 221n? (z)

P
L
Q I'¥oo[, ¢" (x) <0, donc ¢ est concave sur |1, 400 |.

(b) En utilisa égalité de Jonsen, on obtient :

S0<a+b+c> > go(a)+<p(b)+g0(c)7
3
c’est a dire

Inln (a+§+c> > Inln (a) + Inln (b) 4+ Inln (¢) _In [In (a) In (b) In (¢)]

3 3 ’

D’apres la croissance de la fonction exponentielle, nous avons :

In (“Jr?)b“) > ¥/In (a) In (b) In (c).
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Correction de ’exercice 2.10 : (Exercice[2.10).
1. On suppose que h est convexe. Soient (z,t), (2/,t') € Epi (h) et A € [0,1]. Nous avons :

(x,t) € Epi (h) = h(z) <t,
(2/,t') € Epi(h) = f (2") <.

D’autre part,on a:

R(1=Nz+X] < (A=A h(x)+Af(2)) < (1 =N)t+ At

(L=X) (z,t) + A (2, ') = [(1 =Nz + A2/, (1= At + '] € Epi(h)

donc Epi (h) est convexe.
On suppose que Epi (h) est convexe. Soient z, 2’ € R™ et A € [0, 1]. Nous

(z,h(z)) € Epi(h) et (2/,h(2")) € Epz(

Mais Epi (h) est convexe. Donc, on a : v
(1 =) (z,h(2)+ A (2, () = [1 =N &+ A, (@x) + Ah (/)] € Epi (h).

D’ou
h[(1 =Xz + Aa'] — ) W(z) + Ah (2')
Alors, h est convexe sur R™.
2. Onpose h(z) =1n(1+ €”). Nous avons :
Vo e R, b (z) = f ) t strictement convexe = Epi (h) = E est convexe.
e

3. En utilisant 1'inégalité d r la fonction convexe h (z) = In (1 + €”). On pose A\, = 1/n et
yr = In (x). Nous avons*

n n n 1/n
In (1+ <Hm an 1+exp Zyk)) Zln +eY) =1In (H 1+xk)> ]
k= k=1 k=1

d’oli,ona:

Correction de 'exercice 2.11 : (Exercice[2.11)).
1. On suppose que h est convexe. Soient (z,t), (2/,t') € Epi (h) et A € [0,1]. Nous avons :

(x,t) € Epi(h) = h(z) <t,
(«/,t') € Epi(h) = f (") <.

D’autre part, on a:

R(L=Nz+A] <@ =Nh(z)+Af(2)) (L= N)t+ M.
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D’ou
(L= (z,t) + A (2, ') = [1 =Nz + X2, (1 = A)t+ At € Epi(h)

donc Epi (h) est convexe.
On suppose que Epi (h) est convexe. Soient z, 2’ € R™ et A € [0, 1]. Nous avons :

(x,h (z)) € Epi(h) et («,h (') € Epi(h).
Mais Epi (h) est convexe. Donc, ona:
(1= X) (@, h(2) + A (2 h (') = [(1= N a+ A, (1— A h(z) + M ()] € Epi ().
Dot
W= Nz +A] < 1=\ h(z)+ M (7).

Alors, h est convexe sur R™.

2. Onpose h(z) =1In(1+ €”). Nous avons : @

x

Vr e R, B (z) = (1695)2 > 0 = h est strictement ¢ & Epi (h) = E est convexe.
+e
3. En utilisant I'inégalité de Jensen sur la fonction cor& n(l+e”).Onpose \, = 1/net

yr = In (x). Nous avons :

n 1/n
_ A ;i Y
ln(l+<H:ﬂk> )ln(l+em® Zln (1+e%)=1In
k=1 k
d’oli,ona:
1/n n 1/n
a:k) < (H (1+xk)> .
k=1 k=1

Correction de I’exercice :@(Exercice 2.12).

1. Nous avons

n 1/n
<H (1 +:Ek)> ]
k=1

¢ @)= sy et ¢ @) = )

x1n (x)

D’ou, ¢ est concave sur | 1, 400 [.

2. Nous avons :

r+y\| Tty 1 o
In [In (2)] —s@( . ) L@ + o) =i (VR m ).
D’apres la croissance de la fonction In, nous avons :
In (x ;— y) > /In (z)1n (y).

Correction de ’exercice 2.13 : (Exercice[2.13).
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1. Pour tout z € R, nous avons :
1

fz)=1+ 122

\/%etf”(x) =

Alors,ona:
Vz € R, " (x) > 0 = f est strictement convexe sur R.

2. Nous avons :

s 2 Py
VQFa(x’y)_ 2_f”(x—y) 2—|—f”(£(,‘—y):|

Nous avons tr (V2F, (z,y)) =4+ 2f" (z —y) > 0et
det [V*F, (z,9)] = (a+2)(2—a+2f"(z—y)) >0 —2<a<?2 "(z—y)],

autrement dit
—2<a<2+2inf f’=2.

Correction de I'exercice 2.14 : (Exercice2.14). c
1. Faire chemin graphique. %
2. (a) Montrons Q¢ définie par :

Q° = {(z,y) € R> 4z < 0;

est fermé. Nous avons : (2, y,) € Q° telle
,»—W (z,y) -
Ona:
@6 Qe an <0,yn > 0,20y, > 1.

Par passage a la li n tend vers 400, on obtient (z,y) € Q¢ donc Q° est fermé. Alors,
2 est un ouvert.

<0 a:ygl}.

(b) Montrons 2 est nzexe : Soient (z,y), (2/,y') € Qeta € [0,1]. Nous avons :
i'— a) (zy) +a(@y)=[1-a)z+ar,(1-a)y+ay]

Ona:
1l-a)z+ax’ >0, (1—a)y+ay >0Vac|0,1].

Nous avons :
¢(@)=[1-a)z+aa’] [(1-a)y+ay]
=(1-a) zy+ady +a(l-a) [zy + 2'y]
>(1-a)l+a®+a(l—a) [y + 2'y] .

D’autre part,ona:

/

1 T
(:c,y)EQ:>:c>0;y>0;:cy>1:>y>E:>:C'y>;,

1
() eQ=2a">0y > 02"y >1=y > = =ay > E/
x T
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Dong,
2?2+ (2! )2

> 2
Trr

sc'y—i—xy' >

Alors,ona:

o@)>1-a) +a’+a(l-a) [y + 2'y] >(1-a)l+a®+2a(1—a)=1

3. Montrons que f est strictement convexe sur {2 : nous avons

s 3 T 9 (1227 —12
Vi(z,y)= (4.CC 12y, 4y 123:) et V*f (z,y) = (_12 192

Pour tout (z,y) € §2, nous avons :
tr (V2f (z,y)) =12 (x2 + y2) >0
et

det (V2f (z,y)) = 144 (:r2y2 —1) =144 (2y — 1) (@&
D’ou f est strictement convexe sur §2.
4. La fonction f n’est pas convexe sur R?, il suffit de prendre , on obtient :
tr (V2£(0,0)) =0 et det(V 44<0

Correction de I'exercice 2.15 : (Exercice2.15).

6x +ay + 2z 6 a 2
Vf(x,y,z 4y+a:c+2 (x,y,2 a 4 2
2242y 2 2 2
En utilisant la méthode des mineurs princi obtient :

A1:6>0,A2 ‘

Dong, a € [—2 +2v/5, Q\f[

Correction de I’exercice 3.1 : (Exe®ice(3.1).

1. Nous avons : )

s2 () 4 sin’ (0)]2 = cos? (A) + sin* () + 2 cos? (0) sin? (§) = 1

Alors,ona:
cos? (A) + sin? () =1 — 2cos® (A) sin? () = 1 — %sin2 (20).
2. Ona:
f (rcos(0),rsin(0)) =t [cos4 (6) + sin* () — % cos (0) sin (9)]
r
=t [1 - %sm (20) — rzsm (29)]
Donc, on a:

lim  f(z,y)= lim f(rcos(f),rsin(f)) =+oo

Il (@)l =+o0 r—=+oo

car V0 € R, 1 — £ sin? (26) > 0. Alors, f est coercive.

0 et Az =det V2 (:U,y,z)) =—2a>+8a+8>0.
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3. On remarque que f est continue sur R? et d’apres la coecivité de f, alors f admet au moins un
minimum global sur R? et atteint ce minimum.

D’autre part, f est différentiable sur R?, on calcule les points critiques de f :

22 —y=0
Vf(w,y)—()@{ "
yw—x=0

Nous avons :
xg—x:x(xg—l) :a:(x4—1) (:U4—|-1) za:(a:2—1) (x2—|-1) (x4+1) =0
donc x =0 ouxz = 1ouz = —1. Les points critiques sont (0,0), (1,1) et (—1, —1). Nous avons :
f(0,00=0, f(1,1) = f(=1,-1) = =2

La fonction est atteint son minimum global aux points (1, 1) et (—1, —.1).
4. on suppose qu'une fonction f : R” — R est continue et coercive admet@ aximum global c’est a
dire qu’il existe * € R" tel que
—+00

Ve e R", f(x) < f(27) %
Soit (x,,) une suite de R" telle que z,, ——— +o0. Alor o&

lim f(z,) =400 ).

n—-+o0o

donc, contradiction.
Correction de I’exercice 3.2 : (Exercice|3.2). x

1. Soit (2, y,) une suite de R? telle que

et y, = 0. Nous avons :

(240, +oo et h(xp,yp) — 0.
+00 n——+oo

D’ou h n’est pas coerciveé?
2. Ona: Vh(z,y) = (cosz,2 (¥ 1)) et

[
cosx =0,

Vh(x,y) = (0,0) <:>{
y=1.

Les points critiques sont donnés par: {((2k + 1) 5,1) / k € N}

3. La matrice hessienne est donnée par :

T = (7 ) @ wnfaen 3 - (U7 )

Donc,
— Si k est impaire, alors ((2k + 1) §, 1) sont des points de minimum local.
— Si k est paire, alors ((2k + 1) Z, 1) sont des points de selle.

Correction de I'exercice 3.3 : (Exercice[3.3). On remarque que

2(0,y) —— —o0
ly|—-+o0
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Alors, z (z,y) n’est pas coercive. Cherchons les points critiques :

2y —4x —8=0
Vz(z,y) =0« vy Sr=-1ety=2.
20 =2y +6=0

La matrice hessienne est donnée par :
-4 2
2 — =
Voz(-1,2) < 5 _ 2)

det [V2z (-1,2)] =4>0

Nous avons :

et la trace égale -6. Donc, le point (—1, 2) est un point de maximum local. La valeur maximale en (—1, 2)
est z (—1,2) = 14, la montagne est haute 1400 metre

Correction de I'exercice 3.4 : (Exercice[3.4).
1. Nous avons : o

y =
2. Soit (h, k) € R?, nous avons : 0
(vran(}) (;

Le polyndme h? + hk + ak? > 0 si et seuleden
La fonction f est strictement convexe si€fse

= k?(1 —4a) < 0donc a > 1/4.
ntsia > 1/4.
3. On pose o = 1. Avec le changement oordonnées polaires, on obtient :

0
lim @ lim 72 <1 + cosfsinf + cos ) = 400
(@) | —+ r—+o00 r
Alors f est coercive. D* t f € C> (R?) donc f est continue sur R?. Alors, f admet un

minimum global sur R? dafgun point (z*, y*) tel que

& (2% y") = (=2/3,1/3).

Q 2x* *+1=0
N =0 e "ty +
20 +2* =0

4. Onposea = 1/%
(a) Soit (h, k) € R?, nous avons :

<V2f(:n,y) <Z>,(Z>>:2<h2+hk+lf> :2(h—|—l;>220

Alors, f est convexe sur R2.

(b) On suppose que f admet un minimum global sur R? dans un point (z’, '), d’apres la condition
nécessaire d’optimalité de premier ordre, on obtient :
20 +y' +1=0

/ <:>1:O
L 4+a2'=0

Vi(,y)=0«& {
Dongc, contradiction. La fonction f n’admet pas un minimum global sur R2.
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Correction de I'exercice 3.5 : (Exercice[3.5).

1. f est polyndmiale donc de classe C* (R?). En utilisant le fait que

QUZ/Z— ($2+y2)7

N =

on écrit
fz,y) =2 +y* — 227 — 29 + oy > 2* +y* — 42% — 4°, pour tout (z,y) € R?.
D’autre part, nous avons :
ot et > 2222 et y4 +et> 2523/2, pour tout z,y, e € R,
on obtient :
fay) > (287 —4) 2 + (2% —4) y° — 28
Choisissons par exemple € = V3, on en déduit : @
flxy) >2 (2 +y?) {%

donca=2etf=-18

2. Nous avons :

f(z,y) 22(1'2 —>+oo,
(z,y)]| =400
donc f est coercive et d’autre part f ont1 ue sur R?, alors f admette un minimum global sur R?.
3. Nous avons : O
_ + 4y 9 _[322 -1 1

4. Calculons les valeurs ropre de la matrice hessienne V2f (0, 0). Nous avons :

1— 1
—1-2

‘:(1+A)2—1:0@A200m:—2.

Par conséquent, f n’est pas convexe sur R%.

5. Nous avons :

3 _ =0 3 3=0 = _
Vf(:v,y)ZO@{x rry=>5 @{x Ty ’ @{y ©

Y —y+ax=0. 2 —z+y=0. 3 — 22 =0.
On en déduit que f admet trois points critiques : (0,0), (vV2, —v2) et (—v/2,v/2).
Pour (0,0) : nous avons :
—6=f(1,-1)< f(0,0)=0< f(1,1)=2.
Dong, (0,0) est un point selle de f sur R2.
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Pour (\f, —\/5) et (—\/5, \/ﬁ) : Nous avons :

i <‘[’_‘f2) =V*f <_\@’ ﬁ) - [240 240]

Donc,on a:
tr <V2f (\f,—\@)) — tr <V2f (—\/i, ﬂ)) — 40,
det (V2f (f,—x/ﬁ)) — det (v2f (—\/5, x/§)) — 384,

D’autre part, f admette un minimum global d’aprés la question 2. et f(v2,—v2) =

f(=v2,v2) = —8. Alors, (V2,-v2) et (—v/2,v2) sont deux points de minimum global
de f sur R?.

Correction de I'exercice 3.6 : (Exercice[3.6).

1. La fonction g est de classe C? sur (Ri)% Donc,on a: )

224y — 1 2 B . xl
Vg(w,y)—[QyHE_ﬂ et Vig(z,y) = b4 L,
Soit (h, k) € R?. Nous avons : ‘

2+ 1 1[n] [k LY 2
ey B i (24 )20

car

2
*
Dong, g est convexe sur (R%)".

2. On remarque que g (z,y) = hl@). Soient V (z,y) , (2/,y') € (Ri)2 et VA € [0,1], d’apres la

convexité de g, nous avons :

In (f ([0 =BT A (. 5)])

&o

FIA=N) (zy) + A ()] < Q=X f(a,y) +Af (@ y).
2

< (=N (f(z,y)+ Al (f (/,3))
<In[(1=X\) f(z,y) + A (2',¢)]
d’apres la concavité de ¢ — In ()).

—

Alors, on a;

D’ou, f est convexe sur (R?)

Correction de I'exercice 3.7 : (Exercice[3.7).

1. h est de classe C! sur R2. Nous avons :

4o+ 2y —1
Vhizy) = {4y+2i—1]

2. (z,y) est un point critique de h si et seulement si

{4a:+2y—1:0,

S x=1/6, y=1/6.
dy+2x—1=0. /6.y /

Donc le seul point critique de h est A = (1/6,1/6).
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3. hest de classe C2 sur R2. Nous avons :
) 42

Dong, tr (V2h (z,y)) = 8 > 0 et det (V?h (z,y)) = 12 > 0. Alors, A est un point de minimum local
strict. Par conséquent, m = h (A) = —1/6.

4. Calculons les valeurs propres de la matrice hessienne. Nous avons :

4—- A 2

P()\):det[ 9 4_1

]:(4—)\)2—4:(2—)\)(6—)\):0<:>A:20u)\:6.

Donc, la matrice hessienne est définie positive d’ot1 h est strictement convexe sur R2. Par conséquent,
m = —1/6 est le minimum global de h sur R?

5. On remarque que ¢ (z,y) = h(e*,e¥). Alors, on a:
¢ (z,y) =h(e",eY) > h(1/6,1/6) = —1/6 pour toub@
0

D’autre part, nous avons : ¢ (In (1/6) ,In(1/6)) = h(1/6,1/6), a ede un minimum global
sur R en (—1In (6), —In (6)).

Correction de I'exercice 3.8 : (Exercice[3.8).

1. Nous avons: f (z,0) T % donc f n’est pas c%‘

2. Nous avons :

_ 372 + 3y 9 |6z 6y
3. Nous avons :
2 |0 6
On remarque que det | BB —= —36 < 0, donc f ni convexe et ni concave sur R2.

4. Nous avons :

[ 2 2—-5
¢ Vf(fv,y)z()@{x e
zy = 2.
Les points critigites de f sont (1,2),(2,1),(—1,-2),(-2,—1).

5. Nous avons :

(a) Pour (1,2), nous avons

6 12
wr-[8 1]

tr (V2f(1,2)) =12 et det [V?f (1,2)] = —108 < 0, donc (1, 2) est un point selle.

(b) Pour (—1,—2), nous avons :

-6 -12
v2f (_17_2) = |:_12 _6:|

tr (V2f(=1,-2)) = =12 et det [V*f (—=1,-2)] = —108 < 0, donc (—1, —2) est un point selle.
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(c) Pour (2,1), nous avons :

12 6

tr (V2f(2,1)) =24 et det [V2f(2,1)] = 108 > 0, donc (2,1) est un point de minimum local

strict.

(d) Pour (—2,—1), nous avons :
200 o 1y_ |—12 —6

tr (V2f(=2,-1)) = —24 et det [V2f (=2,-1)] = 108 > 0, donc (—2,—1) est un point de
maximum local strict.

Correction de I'exercice 3.9 : (Exercice[3.9). ®

1. On pose x = e Y. Nous avons : x
. —y _
NSRS
Dong, f n’est pas coercive. ‘
2. Pour tout (z,y) € R% x R, nous avons :
y? 4+ 1n? () + 21 v?

24-21n(z)
Vi) = [P TG x ren=|" g 2
Vf@0<=>(x,y)€{(1,0),(6_2,0)}.

(V2£(1,0)) =4 et tr (V3f(1,0)) = 4.

3. Nous avons :

4. Nous avons :

Dong, (1,0) es t®e minimum local strict.
det (V?f (e72,0)) = —4 et tr (V?f (e 2,0)) =0.

Dong, (e72,0) est un point selle.

5. Pour tout (z,y) € R% x R, nous avons :
flay) = f(1,0)=0.
Alors, (1,0) est un point de minimum global de f sur R} x R.

Correction de I'exercice 3.10 : (Exercice [3.10).

1. La fonction objective f est donnée par :

n

fa,b) =" (z; —at; —b)*.

=1
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2. Calculons le gradient de f en un point quelconque (a,b) € R% Nous avons :

gi:(ayb) :;2(ati+b—$i)ti :2a§t?+2b§ti—2§xiti.

et
g(a b) = i2(ati+b—m¢) = Zaiti+2nb—2iazi.
2 i=1 i=1 i=1

3. (a) Nous avons:

StQCL + Sib = Syt

(a*,b*) € R? est un point critique de f si et seulement si Vf (a*,b*) = 0 &
Sia +nb =S,

La résolution de ce systeme donne une solution unique si n.S;2 ° (S, “On obtient

. 1Sy — SuSi . SuSe— S t@
af = 2RI o = ﬁv
nSt2 - (St) nStQ t

(b) Avecl'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient : ‘

(St)2 = < nth = nSp
P =1
Alors, x

N2 2 (St)Q .
(c) La matrice hessienne de la n'J est donnée par :

Sz S,

2 _ t t

Vf(a,b)Z[St n]

alors, tr (V2f (a,b)) = 9% +n > 0etdet (V2f (a,b)) = nSp— (S;)* > 0. Donc, au point (a*, b*),
la matrice hesgienng V2 f (a*, b*) est définie positive, alors f est strictement convexe sur R%.
Dong, ( st¥tinique solution globale du probleme (Q).

Correction de 1’exer 11 : (Exercice[3.17).

1. La modélisation de ce probleme est donnée par :

min J («, )
(o, B) € R?

avec J(a,b)—/ (:1:3—aac—ﬂ)2d:1:

-1

2. Nous avons :

1
J (o, B) :/ (x6+a2932+52—2a$4—25x3+2a533) da::%(AX,)Q — (b, X) + ¢,

-1

avec

4/3 0

— T —
X_(a7/6)7A_|:0 4

}, b=(4/5,00" et ¢=2/7. (6.3)
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3. Le probleme d’optimisation précédent est un probleme d’optimisation quadratique donc la matrice
hessienne associée A est définie positive. On en déduit que la fonction J est coercive sur R? qui est
fermé et de dimension finie donc ce probleme posséde une solution unique.

4. Nous avons :
VJ(a,b)=0<a=3/5¢et b=0.

Correction de I'exercice 3.12 : (Exercice [3.12).

1. Nous avons :

Vfa (l‘ay) = <§§_—::Zi:§> et V2fa (l‘,y) = <2 g)

2. f, est strictement convexe sur R? si et seulement si tr [Vz fa (z, y)} > ( et det [V2 fa (z, y)} > 0.
Donc,ona:

{tr [V2fa (z,y)] =4 >0,

det [VQfa(x,y)] =4—-a2>0 @a@,
3. On pose a = 2. 0

(a) Nous avons :

= ¥, est convexe sur R?

{tr [VQfa (:U,y)] =4 >0,
det [V2fa (x, y)] =

(b) Nous avons :
fa(z,y) = 2 TR + oy — 22 — 2y = (z+y) (z+y —2).
Alors,on a:

lim fa (.I, —CL’) = 07

T——00

d’ou f, n’est pas coercive.

(c) Nous avons.: [
Vi(r,y) =0 x4+y=1

Dong, I'ensemble des points {(x, 1 — 1) /i € R} sont des points critiques. Mais la fonction f,
est convexe, donc d’apres la condition nécessaire et suffisante du premier ordre la fonction f,
admet un infinité des points de minimum global sur R

(d) la valeur minimale de f, est f, (1,1 — p) = —1.
4. On pose a > 2.

(a) Nous avons :

2 ) 2
Vfa(w,y)z()@{x+ay Sr=y=

2y+ax =2 2+a

d’ou f, admet un seul point critique (2%1, 2%1) .
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(b) Nous avons :

2 2 2 2
det [sza (M’ 2—|—a)] =4-a’><0=> <2+a’ 2+a> est un point selle.

Correction de I’exercice 3.13 : (Exercice (3.13).

1. Nous avons :

V= (IO7E) o vhen=(2 1)

2. fq est strictement concave sur R? si et seulement si tr [V2f, (z,y)] < 0etdet [V?f, (z,y)] > 0. Donc,
ona:

tr [V?fa (z,y)] = =4 <0, _
{det[VQfa(x,y)]:4—a2>0 <:>CLE] .2,2

3. Onpose a = —2. @

(a) Nous avons :

det [V fa (x, y

v xO@x—i—yzl.

/1w € R} sont des points critiques. Mais la fonction f,
tion nécessaire et suffisante du premier ordre la fonction f,
inimum global sur R2.

tr [V? =—-4<0, Sf
{ " [ Ja (x y concave sur R?

(b) Nous avons :

Donc, I’ensemble des points

est concave, donc d’apres @
ol [

admet un infinité des pdin
(c) La valeur maximal t fo(p,1—p)=1.

Correction de I'exercice 4.1 : (Exefice [4.1).

iPexiste une base de vecteurs propres orthonormés (v;), ¢ = 1,2,...,n

1. A est symétriquead®
>, ;v Nous avons :

(Al‘,l‘> = <i l'iAUi,il‘jUj> = <i l’i)\ivi,ifijj> = i )\lLE@{L‘] <Ui,’Uj>
=1 j=1 =1 J=1

i =1
n
= g > Mz
=1

Alors, il existe a = A; > 0 tel que (Az,z) > o ||z|.

2. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

N o ||b||]
g(x Z — ||l —||b x |:
(@) 2 5 llell” = loll |z} =l I” 2 " zll] Jeloteo

Alors, g (r) ———— +o00. Dong, g est coercive.
llzll—=+co
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3. Soit v € R™ avec v # 0. Nous avons :

g(:v+tv):%(A(m+tv),x+tv>—<b,x+tv>

:%<Aa:,x>+t(Aa:,v>+%<Av,v> — (b, x) —t(b,v).

= (Az —b,v).

Alors, Vg () = Az — b.
D’autre part,on a:

0?%g A(x+tv) —bv)y — (Ax — b,v
w(:ﬂ):<v2g( v U>—lgr(1]< t> < ) Av,v)
Alors, Vg (z) = A e
4. D'aprés 1.et3.ona: x
(V2f (x)v,0) > a|v||*, pour toutz,v ‘
Alors, f est fortement convexe donc strictement convexe sur,
f est continue sur R" et d’apres 3., f est coercive, alor 0 un seul point de minimum global

sur R™ noté x*.
5. Nous avons :

k+1 k+1 % k

e =z z¥=ax"—p

= (I, — pA) e*

ou I, est la matrice identité.
6. On suppose que 0 < p < 2/ )\2-) une base orthonormale de vecteurs propres de A. Soit
O

z e R", onposex =Y ;| xf

n

n
(In A) Xr = Z (In — ,OA) T;V; = Z (1 — p)\z) T;U;
=1 i=1

. ®
ainsi,

(I, ¥pA) z|?* = <Z 1—p\) azzvz,z l’j’[)j> :Z(l—p)\i)%v?
i=1 )

j=1
< ma { (1 pA)?} 1]

donc,
e+t < v et

, oy, = mlax{|1 — pXil}
D’autre part,ona: A\ < \; < A, doncl —pA, <1—pA; <1—p);. Alors,
7 = max {|1 = pAil} = max (|1 = pi] 1 = pAal).
Avec un simple raisonnement par récurrence, on obtient :
k k] 0
<] < el
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Nous avons :

0<p<2/d=-1<l-ph\<l-ph<l=zq,<l=e ——0.

k—+o0
Alors, la suite (2*) converge vers z*.
Correction de I'exercice 4.2 : (Exercice [4.2).
1. f est polyndmiale donc de classe C* (R?). En utilisant le fait que
R
Ty > —3 (*+v°),
on écrit
fz,y) =2 +y* — 207 — 20 + day > 2* + y* — 42 — 4y, pour ,y) € R%

, [ ]

D’autre part, nous avons : x
2t + et > 2227 et y4 +et> 252y2, pour tww € R,
on obtient : %
fzy) > (2% —4) 2% + )y — 2t

Choisissons par exemple £ = /3, on en dédujdh

f(z &' —l—y2) — 18,
2. Nous avons :

f _2(m2+y2)—18—>—|—oo,
[l ()| =00
donc f est coercive et d’autre)part f est continue sur R?, alors f admette un minimum global sur R2.

3. Nous avons : o

donca =2et8 = —18.

(423 —dr + 4y 9 _[322 -1 1

4. Calculons les valeurs propres de la matrice hessienne V2 £ (0, 0). Nous avons :

P()\):‘_ll_/\ 11A‘=(1+>\)2—1:0<:>)\=Oou>\:—2.

Par conséquent, f n’est pas convexe sur R2.

5. Nous avons :

3 _ =0 3 3—=0 [
Vf(:c,y):()@{x r+y s @{x +vy s @{y xz,

v —y+z=0. 22—z +y=0. 23 — 22 = 0.
On en déduit que f admet trois points critiques : (0,0), (v/2, —v2) et (—v2,V2).
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Pour (0,0) : nous avons :
—6=f(1,-1)< f(0,0)=0< f(1,1)=2.

Dong, (0,0) est un point selle de f sur R2.

Pour (v2,—/2) et (—v/2,v2) : Nous avons :

vy (‘f’_\/i> =V'f (_\/5’ ﬁ) - [240 240]

Donc,on a:
tr (v2f (f, —\/5)) — tr (v2f (—\/5, \@)) — 40,
det (V21 (VB ~v2)) = det (V21 (—V2.V2)) =3

D’autre part, f admette un minimum global d’aprés la qfst Tet f(V2,—V2) =
f(=v2,v2) = =8. Alors, (vV2,—V2) et (—v2,v2) sontde x s de minimum global
de f sur R2.
Correction de I'exercice 4.3 : (Exercice 4.3). %
1. h est de classe C! sur R?. Nous avons :
dx + 1
Vh (o) A T ]

2. (x,y) est un point critique de h si et seu

T e ax=1/6,y=1/6.

dr + 2y
4@ 0.
Donc le seul point critique de%, € =(1/6,1/6).

3. hest de classe C? sur R%* ns :

o V2h(z,y) = [;1 ﬂ

Dong, tr ( =8> 0 etdet (V?h(z,y)) =12 > 0. Alors, A est un point de minimum local
strict. Par consé@uent, m = h (4) = —1/6.
4. Calculons les valeurs propres de la matrice hessienne. Nous avons :

4—-A 2

P(A):det[ 94—

]:(4—)\)2—4:(2—A)(6—/\):0<:>)\:20u>\:6.

Dong, la matrice hessienne est définie positive d’ot1 h est strictement convexe sur R?. Par conséquent,
m = —1/6 est le minimum global de h sur R?

5. Onremarque que ¢ (z,y) = h (e, e¥). Alors, on a:
o (z,y) = h(e”,e¥) > h(1/6,1/6) = —1/6 pour tout (x,y) € R?,

D’autre part, nous avons : ¢ (In (1/6) ,In(1/6)) = h (1/6,1/6), alors ¢ possede un minimum global
sur R? en (—1In (6), — In (6)).
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Correction de I'exercice 4.4 : (Exercice [4.4).
1. Nous avons : det (A) =4 — a? et tr (A) = 4.

2. Nous avons :

<:>)\1:2—‘Oé’ et )\2:24-‘04‘.

A+ Ao =4,
A =4 — a2

3. La fonction g est quadratique admette un unique point de minimum global si la matrice A est
définie positive, donc les valeurs propres \; et A sont strictement positive, donc |a| < 2 c’est a dire
ac]—22].

4. Nous avons :

_ |22 +ame — 2
Vgo(z) = Az — b= [a:v1+2x22]'
5. Onpose |a| < 2etz! = (2%,7 2%,) ¢

(a) Nous avons : @

Donc, on a: Q
) 00 :
(b) Nous avons :

- Vg (z') =0c%es est un point critique de g.

— A est définie positivé\donc g est coercive et strictement convexe.

D’apres la condition nécessaire et suffisante d’optimalité de premier ordre, 2! est I'unique
point de naimi global.

Q 5 : (Exercice[£.5).

1. Nous avons :

e ][]

24« 2+()é_

Correction de I’ex

det (A) = o® —2a et tr(A) =2a 2.
2. Nous avons :

A+ Ay =2a—2
{1+ 2 @ SAM=a—2 et \=a.

/\1)\2 = a2 — 2«

3. La fonction g admet-elle un unique point de minimum global si o > 2.

4. Nous avons :

B o (a—1)z1 +22—1
Vg(z) = Aw—b= r1+ (a—1) a9 — 1
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5. On pose o > 2.

(a) Nous avons :

1 1
p:g:a et :Ul::UO—pVg(xo):(l/aal/O‘)-

(b) Donc,on a:
Vg (l‘l) = 0.

Donc, z! est un point critique de g. D’autre part, o > 2, donc 2! est le point de minimum global
de g sur R

Correction de 'exercice 4.6 : (Exercice 4.6).

1. Nous avons :

vg(m):(2<x—_12>0+(§g§(5)2—y)> et Vg(z,y) @ g ‘;*8‘”)
>

2. Nous avons :

V2 (0,1) = (‘38 20()) = det [VQQ 0,1)] = @g est ni convexe et ni concave.
3. Nous avons :
9(z,y) > (z & tout (z,y) € R*.

Alors,on a:
lim (z—1)? > lim g (z,y) = +oo = g est coercive .
|| —+o00 [l (@,y)|—=+o00
D’autre part, g est conti 2, donc g admet un minimum global sur R?.
4. Soient zF = (2%, yk)T et 20 0T

(a) Nous avons : &.
Y(3) vt ) « (2

Donc,on a:

2= 0 [V (:0)] g (2°) = ([1)) |

Nous avons :

40 122 —40 — 1 20 40
Vg (<) = (_20> ; Vig(2') = (_40 90 ) et [V (z")] = 340 (40 122)

2o V(1] g () = G) .
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(b) Nous avons :
Vg (2*) = 0 = 2? est 'unique point critique de la fonction g.
D’autre part,on a:
g(z,y) > g (z*) =0 pour tout (z,y) € R?,
d’ou1 22 est 'unique point de minimum global de la fonction g sur R?.

Correction de I'exercice 4.7 : (Exercice[d.7).

1. Nous avons :
Pl = ghtl _px = o —a(AJ: —b)—x*z:nk—x*—oz[A(CUk—fU*)+A=’E*—b}
= (I, —ad) e

ou I,, est la matrice identité.

2. On suppose que 0 < a < 2/\,. Soit (v;) une base orthonorm rs propres de A. Soit
z e R", onposexr =3  xv,ona:

n

(In—aA)x:Z(I — ad) v —% a\;) z;

i=1

ainsi,

donc,
, Ol vy, = max{]l —a\|}

D’autre part,ona: A\ < AN A\, donc 1l —a), <1—a); <1—a). Alors,
,@ max{|1 —a)i|} =max (|1 — a\], |1 —a\,]).
Avec un sina “% pnhement par récurrence, on obtient :
k kl,0
| =50l
Nous avons :

O<a<2/A,=-1<1-—a)\, <1—a)\1<1:>'7a<1:>e — 0.
k—4o00

Alors, la suite (z*) converge vers z*.

3. Rappelons que v, est appelé taux de convergence et la vitesse de convergence est définie par :
Varr == —1n(7a)
Cette vitesse est maximale lorsque 7, est minimal. Or,on a :

Yo = max (1 — ad;,a), — 1).
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Dong, 7, est minimal lorsque 1 — a\; = a),, — 1 ce qui correspond a

et dans ce cas

La vitesse maximale est alors :

o= Qo = 2
D VI W
_)\n_>\l
BPVESYS

2X\1

2
=—In(1- =—In{1-——"") ol k=A/A.
VGPF n( )\1 )\n> n( 1 H) ou K A /)\1

Commentaire. Lorsque « est grand, la vitesse de convergence maximale est de l'ordre de

Plus x est grand, plus la vitesse est lente...

4. Nous avons :

2
VGPF ~ E

(a) det (A — A\I3) = 0 ol X est une solution de 1’équation cara

suivante :

(2- ) [(2—)\)2—1} —0e A\ = % A3 = 3.

Dong, les valeurs de a pour que I'algorithme (6,4) c0g

esi0 <a<2/A3=2/3.

(b) Onpose v = 1/2,2° = (0,1,0)" et z* = (2, 2k, 2} ’aprés 'algorithme (6.1), on a:

Vf(ﬁk) = Az¥ — b=

et

A
oA aVvf (xk) & k=1

k

ok 3
xlg 2| =
2 _a:§ 3

Soit y* = 2§ — 2. Nousydvons :

1
&. ka = éyk = (yk> est une suite géométrique,

d’ou

0

gk =10 (1/2)" pour tout k € N,

Mais y° = 2§ — 23 = 0, donc y* = 0 pour tout k € N c’est a dire

Donc,on a:

Vk €N, z¥ = zf.

20 + 2% — 3
225 — 2
ok + 225 -3

sak +3/2,

A = a2 ok =2 [ (/2 (122 4 (12

=1—(-1/2)F.

La suite (z*) est donnée en fonction de k par :

ok = [1 —(-1/2)%,1,1 - (—1/2)’“]T.

Uriversite Mochamed Boudiaf de M0aile
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(c) Nous avons :

lim a* =2 =(1,1,)"
k—+o00

(d) Nous avons :

H“”k B wH =V2(1/2)" <10° >k =E (12_1 + 612 g

)—i—lzl(j,

&
N
%"2&
Q&
O
Q¥
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