CHAPITRE 4

DUALITE LAGRANGIENNE

ans ce chapitre, nous intéressons au probleme d’optimisation avec contraintes suivant :
D hapit t bl d’opt t t t t

min f (z
he) =
g(x) <

o f:R* 5 R, h:R®” = R™avecm < netg:R" — RP sont des fonction de classe C!.
On introduit la fonction de Lagrange (ou le Lagrangien ) associé au probleme (4.1) et définie par :

),
0, (4.1)
0,

Lz, A p) = f @)+ NTh(z)+u"g(z) = f(2)+ D Nhi (2) + > agi (@), (4.2)
=1 =1

3 P
our e R", Ae R"etp € R.

Remarque 4.1. Trouver une solution du probleme (4.1) consiste & déterminer un point optimal z* et les
multiplicateurs associés \* et ;1*. Les approches primales de résolution se concentrent sur la détermination
du point z*, les multiplicateurs A et i ne servant souvent qu’a vérifier I'optimalité de z*. Les méthodes
duales quant a elles, mettent 1’accent sur la recherche des multiplicateurs optimals.

4.1 Probléme primal et probleme dual

Définition 4.1. (Fonction primale et probléeme primal). On appelle fonction primale associé au probleme
(4.1), la fonction définie par :

iz €
Lo(@)=  swp L= Hred 43)
(Ap)ER™ xRY. 400 six ¢ Q,
ou (2 est le domaine admissible primal défini par :
Q:={reR": Lp(r) < +oo}.
Dans cas,on a :
min f (z) = inf Lp (z)
Par conséquent, le probleme primal est défini par :
min f (z) = inf sup Lz, A\ p)l . (4.4)

zef TEQ | (A,u)eR™ xRE.
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Définition 4.2. (Fonction duale et probléme dual). On appelle fonction duale associé au probleme (4.1),
la fonction définie par :

Lo () m xlean”E (, \,p)  si (A p) €QF, @5)
—o0 i (p) ¢ O,

ou " est le domaine admissible dual défini par :

Q ={(\p) eR™xRE : Lp (A, p) > —o0}.
Ainsi,

max Lp (A pu)= sup Lp(\p)
(A p)eQr (Ap)EQ*

On définit alors le probleme dual associé au probleme (4.1) de la fagon suivante :

(}\rﬁﬁg{m Lp (A p) = (Ail)lgfz* Llen[gnﬁ(:z: A M)] (4.6)

La fonction duale (4.5) possede de nombreuses propriétés remarquables facilitant la solution du
probleme duale (4.6).

Lemme 4.1. Nous avons :
1. La fonction duale Lp (X, j1) est concave.
2. Le domaine admissible dual Q* est un ensemble convexe.

Démonstration. 1. Soient (A1, p1), (A2, p2) € R™ x RE et a € [0, 1]. Pour tout 2 € R™, nous avons :
Lz, (1 —a) A +al, (1 —a)p + aps)
= F @)+ (1= a) M+ ada]" b (2) + [(1 — ) o + aps)” g (a)
— (1—a) [f (@) + ATh (@) + 19 (@)] +a [f (2) + NFh (2) + 15 g ()]
= (1 —a)L(z, A1, 1) + L (, A2, pi2) -

D’autre part, on a:

{LD (A1, 1)
Lp (X2, pi2)

IA A

L (x, A1, 1),
L (z, A2, p2)
donc, nous avons :

(1 —a)Lp (M,p1) +aLlp (Ao, pu2) < (1 —a) L(z, A1, 1) + al (z, A2, p2)
=L[z,(1—a)\ + ade, (1 —a) s + aps], Vo € R™,
< Lp[(1—a) i +adr, (1 —a)p + aps),

d’ott Lp (A, ) est concave.
2. Soient (A1, p1), (A2, u2) € Q* et a € [0, 1]. Nous avons :
(A1, 1) € Q= Lp (M1, 1) > —o0,
{(A%M) € " = Lp (Ag, p2) > —00.
donc,on a:
Lp[(1 —a) i +aur, (1 —a) s+ ape] > (1 —a)Lp (M, u1) + alp (Mg, p2) > —o0.
Par conséquent, nous avons :
(1 — ) (A1, p1) + (A, p2) € QF = QF est convexe.
O
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4.2 Exemples : cas linéaire

Exemple 4.1. On considere le probleme d’optimisation linéaire suivant :
min 'z,
Ax = b,
x>0

A est une matrice d’ordre m x n et z, b, c € R™. Déterminer le probléme dual.
La fonction de Lagrange est donnée par :

Lz \p)=clz+ AT (b—Az) — pToe=b+ (c— AT — M)Tx.
la fonction dual est donnée par :

Lp M\ p) = inf £(z,\p)=Ab+ inf (c—AT)\—u)Tx
T€ER™ TER™

Nous avons :

inf (C—AT)\—;L)TJ:@;LZC—AT)\.
TzER™

Dong, le probleme dual est donnée par :

max \Tb,
AT < e.

Exemple 4.2. Soit le probléeme d’optimisation linéaire suivant :

min ¢!z

Ax > b,
x> 0.
La fonction de Lagrange est donnée par :

L(x,v,p)=clo+vT (b—Az) —pTo=0v"b+ (C—ATV—,u)T:U.

Dong, la fonction duale est donnée par :

T . AT T
Lp(v,p) =v b-l—mlenﬂgn(c Alv—p) z.

Nous avons :

inﬂ{ (c—ATy—u)Tx:0<:>,u:c—ATuety20.
TER™

Par conséquent, le probleme dual est donné par :
max v1b

ATy < ¢,
v > 0.
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4.3 Exemples : cas quadratique

Exemple 4.3. On considere le probleme d’optimisation quadratique suivant :

min %JJTQ.T +clx
Az < b,

ol () est une matrice d’ordre n, symétrique et définie positive et c € R", A est une matrice d’ordre m x n
et b € R™. Déterminer le probleme dual.
La fonction de Lagrange est donnée par :
1 1
L(x,p) = §xTQa: +clz+pt (Az —b) = —p'b+ §I'TQ$ +clae 4+ p" Ax.
La fonction duale est donnée par :
1
Lp(u) = —pTb+ inf [:BTQx +cle+ uT Azl .

z€Rm | 2

Nous avons :
reR”

1
inf ixTQx +clz+ uTAx] admet une solution unique z* = Q! (ATM + c) .

D’autre part, nous avons :
(Qa".a") + (esa™) + (A, 1) = 0

Alors, la fonction dual est donnée par :

Lo (1) = b — > (Qa*,a")

2
1
— —,U,Tb _ % (,UTATQ_IA,U) _ % (CTQ—IC) _ CTQ_IAT[L.

Ainsi, le probléme duale est donné par :

{max ~nTb =3 (WTATQ T Ap) = § (FQ ) — QM ATy
p = 0.

4.4 Liens entre probleme primal et probléme dual
Proposition 4.1. Pour tout (X, i) € R™ x RE, nous avons :

Lo () < inf Lp (@) 4.7)
Dans ce cas, la différence suivante :

sup Lp (A p)— inf Lp(z)
(NM)GQ* e

est appelé le saut de dualité.
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Démonstration. Soit la fonction de Lagrange suivante :
Lz, A p) = f(2) +ATh(z) +p"g ().
Pour z un point de réalisable de probleme (4.1) et pour chaque A € R™ et u € RE, nous avons :
A'h(z) +p"g (x) = u"g (z) <0,
alors, u > 0etg(z) <0,ona:
L(x,\p)=f(x)+uTg(x) < f(z), pourtoutz réalisable.
Par conséquent, nous avons :

. _ .
Lp (A u) = inf £(z, ) u) < inf f(z) = inf Lp(z).

O]

Définition 4.3. (Point-selle). Soient z € R™ et (A, i) € R™ x RE. Le point (Z, A, /i) est un point de selle
de la fonction de Lagrange si :

Ve e R"V (A p) € R xRE : L(z,A\,p) < L(2,\ 1) < L(z,\ ).
Autrement dit, si :

o Lz, A\ p)=L(T,\p) = min £ (2, A )

Une condition suffisante d’existence d"une solution du probleme (4.1) est donnée par le théoreme
suivant :

Théoreme 4.1. (Condition suffisante d’existence d’ une solution de (4.1)). Si (57, A, ﬂ) est un point de selle de la
fonction de Lagrange associé au probleme (4.1), alors T est une solution du probleme (4.1) et

/jigi(:ﬁ):O, 1=1,2,...,p.

Démonstration. Supposons que (Z, A, /i) est un point ed selle de la fonction Lagrangienne. Alors, pour
tout (A, ) €e R™ xR, ona:

L(z, A\ p) <L (3, 0),

donc,

ce qui implique :

vAER™: (A=A h(z) <0 o .
{V)\GR& . (H—ﬂ)Tg <0 =>h(:L')—0 et g(.T)SO. (48)

Donc le point z est un point admissible du probleme (4.1) et
L(z,A ) =[(@)+7i"g(®)
De plus, on pose dans (4.8) 1« = 0, on obtient :

g (z) > 0avec i > 0.
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et on pose dans (4.8) 1« = 21, on obtient :
ity () <0avec > 0.

Par conséquent, i’ g (z) = 0. Alors, nous avons :

D’autre part,on a:

——

<0
Dot le point Z est solution du probléme (4.1). O
Remarque 4.2. 1. Il n’existe pas toujours de point selle, et sil en existe un, il n’est pas forcément

unique.
2. Laréciproque de Théoreme 4.1 n’est pas forcément vraie, sauf dans le cas particulier de fonctions
convexes.
Théoréme 4.2. (Théoreme de dualité).
1. Le point (Z, X, i) est un point-selle de la fonction Lagrangienne si et seulement si :
(a) x est solution du probleme primal.
(b) (M, i) est solution du probleme dual.
(c) Le saut de dualité est nul c’est-a-dire :

sup Lp (A p) = inf Lp (x)
() EQ* z€e)

2. Si le probleme (4.1) admet une solution T € €, et s'il existe \ € R™ et ji € R tels que :
f (%) = min £ (z, M\ R)

alors (Z,\, i) est un point-selle de la fonction Lagrangienne.

Démonstration. 1. On suppose que (a‘c, A, ,L_L) est un point-selle de la fonction de Lagrange. Alors, nous
avons :

L(Z, A L(Z,\ 1) =min L (z,\, i), 4.9

e L@ A ) = L (2,4 ) = min £ (2, X, 1) (4.9)

et d’apres Théoreme 4.1, on a :

x

(a) D’apres les relations (4.9) et (4.10), on a:

Va;EQ:()\m)aXQ*E(:U M) > Lz, \p) > L(T,\a) = f(T),

soit

min (ﬂ}?é?z*ﬁ(x A u) > L(z,\p) = f ().

En conséquence :

min (ATL%*‘@ A u) =L (2, p) = f(z),

et Z est un point solution du probléeme primal.
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(b) De méme, sachant que

X :E _75\7_ = ‘C 7)\7 )
f(z)=L (2,0 pmax L (@, p)

ona:

V(A p) € Q7 imin £(z, A p) < L(2,Ap) < f(2),
xe

Ce qui implique,

(oo {maﬁ (@, 4, m] < f(@)=L(z,M\0).

En conséquence :

f@ =L(z,\p) = e [gggﬁ (z, /\,u)} :

Autrement dit, (X, 1) est solution du probleme dual.
(c) On a démontré que :

f(@) = e [gggﬁ(x,k,u)} = min [(ﬁ%*ﬁ(:ﬂ,k,u)} :

Alors, Le saut de dualité est nul.
2. Démonstration laissée en exercice.
O

Remarque 4.3. 1. L'intérét du probléme dual est double : il est concave et les contraintes sont simples
a prendre en compte (contraintes de positivité dans le cas général, pas de contrainte dans le cas de
contraintes d’égalité).

2. Pour le résoudre, on peut par exemple utiliser :
(a) une méthode de gradient dans le cas de contraintes d’égalité : c’est 1’algorithme d’Uzawa.
(b) une méthode de gradient projeté dans le cas de contraintes d’'inégalité.

(c) des méthodes de type Newton.
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