CHAPITRE 2

PROBLEMES D’OPTIMISATION AVEC
CONTRAINTES D'INEGALITES

Définition 2.1. Un probléme de minimisation avec contraintes d’inégalité peut étre exprimé de la facon
suivante :

min f (z
h(z) =
g(x) <

Ouf:R*" =R, A:R*" - R"avecm <netg:R" — RP,

)
0,
0.

Pour le probleme général ci-dessus, nous adoptons les définitions suivantes.

Définition 2.2. Une contrainte d’inégalité g; (z) < 0 est dite active a 2* si g; (z*) = 0. Elle est non active a
x*sigj(x*) <O.

Par convention, on considere une contrainte d’égalité h; (x) = 0 pour étre toujours actif.

Définition 2.3. Soit =* satisfait h (z*) = 0, g (z*) < 0 et soit J (z*) I'ensemble d’index des contraintes
d’inégalité active :
J (%) :={j:gj (") =0}.

Alors, on dit que z* est un point régulier si les vecteurs
Vhi(z*), Vgj(z*),1<i<m, jeJ(z)

sont linéairement indépendants.

2.1 Condition nécessaire du premier ordre (conditions de Karush-Kuhn-
Tucker)

Théoreme 2.1. (Conditions de KKT). Soient f : R™ — R, h: R® - R™, m <n, et g : R® — RP des fonctions
de classe C*. Soit x* est un point régulier du probleme de minimisation suivant :

min f (z
he) =
g(x) <

Si x* est un point de minimum local de (2.1), alors il existe \* € R™ et u* € RP tels que :
1. w*>0.
2. Df (&) + (\)" Dh(a") + (u)" Dg (") = 0.
3. pigi(z*) =0pourtouti=1,...,p

),
0, (2.1)
0.
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Démonstration. Soit z* est un point de minimum local de f sur ’ensemble {x € R" : h (z) =0, g (x) < 0}.
Alors, z* est un point de minimum local de f sur I’ensemble suivant :

{e€R":h(x) =0, g; () = 0, j € T (&)}
D’aprés la condition de Lagrange, il existe A* € R et u* € RP tel que
Df (z%) + (A")" Dh(z*) + ()" Dg (z*) = 0T,

ou pour tout j ¢ J (z*), ona uj = 0.
Pour compléter la preuve, il reste a montrer que pour tout j € J (z*), ona uj > 0. Nous utilisons une

preuve par contradiction. Alors, on suppose qu'il existe j € J (z*) tel que p} < 0. Soient S une surface
définie par :

S={zeR":h(z)=0, gi(z)=0,i€J(z*),i#j}

et T’ (x*) un espace tangent défini par :

Tx*)={yeR™:Dh(z*)y=0, Dg; (z*)y=0, i € J(z*), i #£j}.

Montrons I’affirmation suivante : "il existe y € 7' (z*) tel que Dg; (z*)y # 0". En résonnant par absurde.
On suppose pour tout y € 7' (z*) tel que

Dg; (x*)y = Vg, (a:*)Ty =0.
Donc,on a: R
Vg, (z*) e T (z*)*.
D’aprés Lemme 1.1, on obtient :

Vg; () € span [Vhy ("), k=1,...,m,Vg; (z%),i € J(z),i # j].

Mais cela contredit le fait que z* est un point régulier, ce qui prouve notre affirmation. Sans perte de
généralité, on suppose que nous avons y tel que Dg; (z*)y < 0.
Considérons la condition de Lagrange, réécrite comme

Df (%) + (\)" Dh(2*) + i Dg; (x*) + Y _ i Dg; (%) = 07
i#j

En multipliant la condition de Lagrange par y € T (z*), on obtient :
Df (z*)y = —p;Dgj (z7) y.

Par conséquent, on a:
Df(z*)y <O.

D’apres Théoréme 1.1, on peut trouver une courbe différentiable {x (t) : t € ] a,b[} sur S tel qu’il existe
t* € la,b[ avecz (t*) = z* et & (t*) = y. Donc, on a:

d * *
S @) =Df (") <0,
Alors, il existe § > 0 tel que pour toutt € |t*,t* 4 6 |, nous avons :

fla(®) < fle(t) = f(27).
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D’autre part,

d * *
59 (@ (7)) = Dg; (27)y <0,
donc il existe € > 0 tel que pour tout ¢t € [t*,* + €], nous avons :

g (z(t) < gj(z*)=0.

C’est a dire pour tout ¢t € |t*,t* + min{J, e} ], ona:

[z @) < f(@%).
Donc, contradiction avec que z* est un point de minimum local. O

Remarque 2.1. 1. Les conditions p}g; (*) = 0 pour touti = 1,. .., p sont signifiées que
(a) Sip; =0,alors g; (z*) < 0 ou
(b) Sipuf > 0,alors g; (z*) = 0.

2. Pour un probléme de maximisation avec contraintes d'inégalité suivant :

max f (z).
h(xz) =0,
g(z) <0.

Les conditions de KKT sont données par :
@ u* 20,
(b) —Df (2*) + (\*)" Dh(a*) + (u*)" Dg (a*) = 0T,
(c) pfgi(x*) =0pourtouti=1,...,p
(d) h(z*) =0,
(€) g (%) <0.

Ou par une forme équivalente suivante :
(@ pu* <0,
(b) Df (%) + (A)" Dh(a*) + (u*)" Dy (a) = 07,
(c) pfgi(x*) =0pourtouti=1,...,p
(d) h(z*) =0,
(€) g (%) <0.

3. Pour un probléeme de minimisation avec contraintes d’inégalité suivant :

min f (z
h(z) =
g(z) 2

Nous multiplions la fonction de contrainte d’inégalité par —1 pour obtenir —g () < 0. Dong, les
conditions de KKT sont données par :

(@) p* <0,

(b) D (%) + ()" Dh(a*) + ()" Dy (a%) = 07,

(c) pfgi(x*) =0pourtouti=1,...,p

)5
0,
0.
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(d) h(z") =0,
(€) g (%) 2 0.
4. Pour un probléme de maximisation avec contraintes d'inégalité suivant :

max f (z),
h(z) =0,
g(x) = 0.

Les conditions de KKT sont donnés par :
(@ u* >0,
(b) Df (z*) + (\)" Dh(a*) + ()" Dg (2*) = 07,
() pfgi(z*) =0pourtouti=1,...,p
(d) h(z%) =0,
(€) g(z%) = 0.

Exemple 2.1. On considere le probléme suivant :

min f (z1, z2) = 233% 4+ 2179 + m% — 10z1 — 10x2,
1:% + x% <39,
3x1 + x2 < 6.

On pose g1 (z1,22) = x% + :c% —b5etgs(x1,22) = 3x1 + 22 — 6. Dong, les conditions de KKT sont données
par:

p1 =0, pp >0

4z + 229 — 10+ 2121 + 3 =0,
221 + 220 — 10 4 2120 4+ 2 = 0,
1 (w%+x§—5) =0,

p2 (31 + 292 — 6) = 0.

p1 =0, pg >0

Df (z1,22) + (1, p2) Dg (z1,2,) = (0,0),
pig1 (w1, x2) = 0,

p2g2 (z1,22) = 0.

1. Si,ul:ugzo,doncx%%—:n%<5et3x1+x2<6et

Azy + 29 = 10,
{$1+ 2 Sy =0etxzy =5,

2z1 + 2z9 = 10.
D’autre part, on a:
Jr% + a:% —5=20.

D’ou, contradiction.

2. Sipug > 0etps =0, donc 27 + 22 = 5. Nous avons :

4x1 + 229 + 221 = 10,
221 + 229 + 2u12 = 10, S x1=1,290=2,1 = 1.
z?+ 2% =5.

Nous avons 3z; + xz2 = 5, donc le point (1, 2)T est satisfait les conditions de KKT.
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2.2 Conditions d’optimalité du seconde ordre
On définit la matrice suivante :
L(2. ), p) = F (2) + [\H (2)] + [1G ()]
Ou F (z) est la matrice hessienne de f au point z, [AH (x)] une matrice définie par :
AH (z)] = MHy (z) + ... + A\Hyp, (2)
et [uG (x)] une matrice définie par :
G (2)] = i Gh (2) + ... + Gy (x).

Ou G, (x) est la matrice hessienne de g;, donnée par :

9?2 02
6;? () ... an%@n (x)
G (z) = : :
8ng 829]6‘
0x10Tn (.’L’) te 0x2 (.CC)

Dans le théoreme suivant, nous utilisons I'espace tangent suivant :
T(z*) ={y €R": Dh(2")y =0, Dg; (z")y =0, j € J(z")}.

Théoreme 2.2. (Conditions nécessaires du seconde ordre). Soient f : R™ — R, h : R® - R™, m < n, et
g : R™ — RP des fonctions de classe C2. Soit x* est un point régulier du probleme de minimisation suivant :

min f (),
h(z) =0, 2.2)
g(x) <0

Si x* est un point de minimum local du probleme (2.2), alors il existe \* € R et i* € RP tels que
1. w*>0.
2. Df (z*) + \)T Dh (2*) + (u*)* Dg (z*) = 07
3. wrgi(x*) = 0pourtouti=1,...,p.
4. Pour touty € T (x*), onay L (x*, \*, u*) y > 0.
Théoreme 2.3. (Conditions suffisantes du seconde ordre). Soient f : R™ — R, h : R" — R™, m < n, et
g : R™ — RP des fonctions de classe C>.
1. On suppose qu’il existe z* € R™, \* € R™ et pi* € RP tels que :
(a) p* > 0.
(b) Df (%) + ()" Dh(a*) + (u*)" Dy (a*) = 0"
(c) prgi(x*) =0pourtouti=1,...,p.
(d) Pour touty € T (x*, u*), y # 0, nous avons y* L (z*, \*, i*) y > 0 avec

T (x*, p*) = {y eR":Dh(z*)y=0, Dg;(z*)y=0, i¢ j(x*,,u*)},
J (2%, 1) = {i: gi (2*) =0, pf >0}
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Alors, x* est un point de minimum local strict du probleme de minimisation avec contraintes d’inégalité
suivant :

mlnf ($)7
h(x) =0,
g(x) <0.

2. On suppose qu’il existe x* € R™, \* € R™ et u* € RP tels que :
(a) p* <0.
(1) Df (+*) + (\)" Dh (a*) + (u*)" Dg (") = 0.
(c) prgi(x*) =0pourtouti=1,...,p.
(d) Pour touty € T (z*, 1i*), y # 0, nous avons y* L (z*, \*, i*) y < 0

Alors, x* est un point de maximum local strict du probleme de minimisation avec contraintes d’inégalité
suivant :

h(x) =0,
g(x) <0.
Exemple 2.2. Résoudre le probléme suivant :

min (z —1)*+y -2
y—l‘zl,
x+y<2

1. onpose f (z,y) = (z — 1) +y—2,h(z,y) =y—2x—1letg(z,y) = x+y— 2. Les conditions de KKT
sont données par :

p =0,

w20, 2(@—1)=A+p=0

X — - p =1y,
Vf(z,y)+ AVh(z,y) + pVg(z,y) =0, 1+ A+pu=0
g (x,y) =0, = M(x+y—2);0
h(l’,y):(), |
(@.9) <0 s
g\r,y) = V. x+y§2-

(a) Sip > 0, nous avons :

=1
{y YT ar=1/2ety=3/2
T+y=2

D’autre part,ona:

A = —1, -
T < A= —1letpu =0, contradiction
A—p=-1

(b) Sip=0,alors A\ =—1.Donc, x =1/2ety =3/2.
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2. Nous avons :

* % o\ k% 2 0
st =[5 )

T (z*,y* u*) ={y: Dh(z*,y)y=0}={y: [-1 1]y=0}= {(a,a)T:aeR}.
Nous avons :

* k% % 20 a
yT L (z*, 9", \*, 1*) =[a q [0 O]:[a]:2a2>O,Va750.

D’ot1 (1/2,3/2) est un point de minimum local strict.
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