
La suite de série pour le premier chapitre
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Exercice 1.4 Montrer que si A est un sous ensemble standard de R2 alors ses
deux projections sur l�axe des z: et l�axe des y sont des sous ensembles

standard
de R. La réciproque est-elle vraie ?
c) Soit ! �= +1 un entier donné. La fonction g (x) = x! + 2x + 10 est-elle

continue ?

Exo 2. Soit F un ensemble �ni contenant tous les standard de R et ! �= +1
un entier.
a) Trouver s fx j x 2 Q\F & 0 � x < 1g.
b) Trouver s

��
x; x2!+1

�
j x 2 R

	
.

ExO
a) Soit f : R �! R une fonction standard. Montrer que f est uniformément

continue sur R si et seulement si

8x 8@ �= 0 f (x+ @) �= f (x) .

b) Etudier, en utilisant a), l�uniforme continuité sur R de f (x) = x3 + x2.

Exo 2 (3 pts). Trouver les standardisés des sous-ensembles suivants de R
(" ' 0 positif).
B1 = ]�1 + ", 1].
B3 = ff : R �! R j 8x 8@ �= 0 f (x+ @) �= f (x)g.

Exo 3 (3 pts). Donner, avec justi�cation, pour chacun des ensembles suiv-
ants sa nature (i.e. interne standard, interne non standard, externe)

A1 =
�
1; 2;

p
5
	
, A2 = Rn

��
";
1

"

�
[ [2; �]

�
, A3 = fx 2 R j x ' 1 ou x ' �1g

où " est un réel in�niment petit positif.

Exo 4 (3 pts). Soit (!i)i2I une famille interne de réels illimités. Montrer
que Inf

i2I
!i est un illimité.

Exo 5 On dit qu�une famille interne d�ensembles internes (Ai)i2I possède la
propriété d�intersection �nie si, pour toute partie �nie Z de I, Z = fi1; i2; :::; ing,
on a \

i2Z
Ai 6= ;. Montrer qu�une famille (Ai)i2I qui possède la propriété

d�intersection �nie, possède également la propriété suivante : \fAi j i 2 I et st (i)g 6=
;.
Exo 1. Existe-t-il dans le plan xoy une droite standard D qui passe par le

point (1; �) où " est un réel in�niment petit positif.
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Exo 2. Dire pourquoi dans tout ensemble in�ni il y a au moins un élément
non standard.

Exo 3. Donner, avec justi�cation, pour chacun des ensembles suivants sa
nature (i.e. interne standard, interne non standard, externe)

A1 =

�
1; 2;

q
2 + sin(2)

2

�
, A2 = ff : R �! R jf (1) = !g

A3 =
�
x 2 R j st (x) & x2 + 1 ' 1

	
.

où ! est un réel illimité positif.

Exo 4. Soient x et y deux réels limités. Montrer que

0 (xy) = 0x:0y; 0
�
x

y

�
=

0x
0y
si 0y 6= 0.

Exo 2. Soit F un ensemble �ni contenant tous les standard de R et ! �= +1
un entier.
a) Trouver s fx j x 2 Q\F & 0 � x < 1g.
b) Trouver s

��
x; x2!+1

�
j x 2 R

	
.

Exercice. Soient E un espace topologique standard et x un élément standard
de E. Montrer qu�il existe un voisinage de x contenu dans tous les voisinages
standard de x. Donner un exemple d �un tel voisinage dans le cas où E e st un
espace métrique.
Exercice. Montrer qu �il existe un entier premier illimité. Montrer que si

! ' +1, il existe un premier p illimité tel que p
!
. Existe-t-il un entier premier

illimité p tel que p < !?
Exercice.
a) Montrer que, si F � R est un ensemble �ni qui contient tous les standard

de R, toute fonction standard f , dé�nie sur R est entièrement déterminée par
les valeurs qu�elle prend sur F .
b) Etudier le raisonnement suivant et dire pourquoi il est faux: " Toute

fonction standard est un polynôme : en e¤et soit f(x) une fonction standard et
soit p(x) le polynôme d�interpolation de Lagrange, égal à f en tout point de F .
Comme les fonctions p et f coïncident en tout point standard, elles sont égales.
Donc f(x) est un polynôme. "
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