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Géneralités
L’optimisation d’un point de vue générale peut présenter sous la forme :

minf (X)

{Trouver X" telle que:
X€eK

fFXH<fX) ,vXE€K ou bien :{

(D

Avec: f: K ¢ R®™ — R une fonction définie sur un espace normé K, elle dite fonction objective.

. . (X" estlasolution optimale
Notation : { : . ,
K est]’ensemble des contraintes données

On distingue deux types pour le probleme(1) :

v’ Avec contraintes d’égalités sont souvent données par :

K={X€eR"h(X)=0,vi€l}

v’ Avec contraintes d’inégalités sont souvent données par :
K={XeR"“y,X)<0,Viel}
v 1l existe aussi des problémes appelés mixtes ( avec contraintes d’égalités et d’inégalité) dont:

K={XeR"h(X)=0; ¢;(X) <0,Vi € I}, avec : h;et ; sont des fonctions continues

1. Résultat d’existence et d’unicité
1.1. Existence

Théorémel : Soit f: R™ — R une fonction continue et K un —s-ensemble fermé de R™ alors :
a)- Si Kestbornéalors: 3X* e K: f(X*)) < f(X) , VX€EK
b)- Si K n’est pas borné et f est croissante a 1’infini (coércive) alors :
X EK:fXH<fFX), VXEK

Démonstration :

a)- Si K borné (et il est fermé ) alors il est compact et on a la fonction f est continue sur K alors : f atteint ses
bornes, donc :

IX*eK: f(X*) < f(X) , VX €K
b)- Si la fonction f est croissante a I’infini : lim,_, o f(x) = 400

VA>0,AM >0,VXEK:||X||>M=f(X)=A
aIM > 0,||X|| >M = f(X) = f(0)
Si:[|IX|[>M=X"=0

Si: IXlI <M= f(X) = f(X")

d0nC > min f(X) = minXeKnB(O’A) f(X)

Ona: K nB(0,A)est un fermé d’un compact alors : K N B(0, A) est un compact, et comme f est continue
alors le probléme atteint ses bornes, d’ou :
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X" eK: f(X) < fX) , VX €K
1.2. Unicité

Théoreme?2 : Soit f: R™ — R une fonction continue et strictement convexe et K un convexe alors le
probleme défini (1) admet au plus une solution.

Démonstration : Soit X;, X, € K deux solutions du probleme (1) telles que : X; # X,

Ona f(X,) = f(X,) et comme f et K sont convexes, alors si on prend par exemple : A = g nous donne

f (gx1 + gxz) < 2f(X,) + 3 f(X;) = f(X) Contradiction. Alors : X; = X,
Conclusion : Soit f: R™ — R une fonction continue et K un —s-ensemble fermé et convexe deR™ alors :

e Lasolution du probléme (1) existe si K borné ou f coercive.
e Lasolution du probléme (1) est unique si f est strictement convexe.

min (x?)

Exemplel Montrer que le probléme (P) suivant admet une solution unique :{
Exemplel que le p (P) Ml ek={xeRr: |x <1}

En effet,

f:R—R
flx) =x* "
2 > 0),D’autre part : K = [—1,1] fermé borné
e Kconvexe:Vx,y EK,IA€J01: |1 —-Dx+Ay| <A —-Dx|+ [yl =A-D|x|+Aly| <1
Donc le probléme (P) admet une solution.
2. Condition d’optimalité du 1°" ordre
2.1 Probléme de minimisation avec contraintes d’égalité

e Lasolution de (P) existe car : c’est-a-dire: f € C*(R,R) et f coercive (f"(x) =

minf (X)

Soit le probléme de minimisation avec contraintes d’égalité : { h(X) = 0

Avec: f: R™ — R la fonction objective et h: R™ — R™ sont des fonctions continues dites fonctions
contraintes avec m < n

Définition1 Un point X* vérifie : hy (X*) = h,(X*) = --- = h,,(X*) = 0 est dit point régulier des contraintes
si I’ensemble (Vhi(X*))1<i<m est libres

Remarques
Vh (X*)t
+ Soit Dh(X*) = (g—Z) X" = VhZEX*)t , alors X"est régulier ssi le rang(Dh(X*)) =m
Vh,,(X*)*

4+ L’ensemble des contraintes h; (X) = 0,h,(X) =0, ..., h,,(X) = 0 décrit une surface S =
{hi(X) =0,h(X) =0, ..., by (X) = 0}
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4+ Les points de S sont réguliers, au plus : dim(S) =n—m
Exemple2 Soitn =3 etm =2ethy(X) =x;, h(X) = x, —x2 ,avec X = (x1,x,,x3)7

En effet : ona Vi, (X) = (1,0,0)7 et Vh,(X) = (0,1, —2x3)T c’est-a-dire I’ensemble {Vh, (X), Vh,(X) } est
libre donc dim(S) = 1 et I’ensemble S définie une courbe dansR3

Espaces tangents et normaux

Définition1 Soit : h: R® — R™ une fonction de classeC*. On dit que le sous-espace de R™ ,

T(X*) ={Y € R Dh(X").Y = 0} défini L’espace tangent sur la surface S = {X € R™: h(X) = 0} au
point X*.

Définition2 Le sous-espace défini par : N(X*) = {X € R": Dh(X*).Y, Y € R"}dit I’espace normal sur la
surface S = {X € R™: h(X) = 0} au point X*

Remargues

* T(X*) = ker(Dh(X*))

+ Si le point X~ est régulier alors : dim(T(X*)) =n—m

# L’ensemble : P,(X*) =T(X*) + X* = {X + X* ,X € T(X*)} défini le plan tangent au point X*
4 L’ensemble : Py(X*) = X*+ N(X*) = {X* + X ,X € N(X*)} défini le plan normal au point X*
+ T(X*) =N(x")* et T(XH)' =N(x*)

Condition de Lagrange (Condition nécessaire) :

minf (X)
=0
fonctions différentiables (m < n), et le rang(Dh(X*)) =m; (c-a-d. : X* € R" point régulier du
probleme(1)).

Théoréme3 : Soit le probleme : { ,avec: f:R®™ — R et h:R™ — R™ sont deux

Si X* est un point de minimum local du probléeme(1), alors :

[ 34 € R™: Df(X*) + A'Dh(X*) = 0%m J

Démonstration : On montre alors : Df(X*) € N(X*) il suffit de montrer que: Vf(X*) € T(X*)1,
Sionprend : y € T(X*), alors il existe une courbe S = {X(t),t € ]a,b[} ol : Vt € ]a,b[: A(X()) = 0

Alors 3t* € |a,b[: X(t*) = X" et X*(t*) = y, on remarque que : t* est un minimum local de la fonction

f(X(t)), donc :

%ﬁt*)) =Df(X)X*(t*) = Df(X*)y = VF(X*)Ty = 0 (d’apres la C.N. du 1%ordre de I’optimalité

sans contraintes), d’ou : Vf(X*) € T(X*)*
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Remargues

4 Les coefficients 1;, 1 < i < m appelés multiplicateurs de Lagrange.
+ En pratique, Si les conditions du théoréme (3) sont satisfaites, pour calculer le vecteur X*on doit
VX" + X2 A4iVhi(X™) =0

résoudre un systéme de (n + m) d’équations suivant : {hl—(X*) 0 . i=12.m

min (xy)

Exemple3 {x +y=1

Ona:f(X)=x.y eth(X) =x+y—1,avec: X = (x,y)T, les conditions de théoréme (3) sont vérifiés
car: f,h € C*(R?R) et Dh(X) = Vh(X) = (1,1)T # Oge, alors : dim(ImDh) = 1

_ X+A=0...... (D
On résout maintenant le systeme suivant : Z{)g()_-FOWh(X) = Or2 ={y+1=0......(2)
B x+y—1=0...03)
T x == 11\
s_ (11 T S )T T2 : «_ (22
X —(2,2) De()et(2): 1= 2,qumousdonne. y:l ,donc : X —(2,2)
2

R*xR™ — R

_ ) . L
Formulation Lagrangienne La fonction (X, ) —  L(X, 1)

, avecC :

LX) =f(X)+ X, A4;h;(X) dite fonction de Lagrange.

Donc de théoréme (3), on peut dire que: Si X™* est un point de minimum ( ou maximum)local, alors:

Df(X*) + 2*'Dh(X*) = Okm

31 € R™ DL(X",A) = Obm |c-a-d.: {
[ (.4 =05 ] h(X") =0

min L(X, 1)

H . * n m H Y .
que veut dire que : (X*,41) € R® X R est une solution du probléme : {(X, 1) € R x R™

max X'QX

s’il existe, ou :
XtPx =1

Exercice Déterminer la solution du probleme suivant : {

Q: Matrice carrée d’ordre n symétrique et semi-définie positive
P: Matrice carrée d’ordre n symétrique et définie positive

2.2 Probléme de minimisation avec contraintes d’inégalité

Définition3 Soit f: R™ — R et g: R™ — RP, trois fonction différentiables avec : p < n

min f(X)

g(X) <0 (2) estdite probleme de minimisation avec contraintes d’inégalité

Le probleme : {
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Définitions4

e Si:g(X*) = 0,onditque lacontrainte d’inégalité g(X) < 0 est active au pointX*
e Si:g(X*) <0, onditla contrainte d’inégalit¢ g(X) < 0 est inactive au pointX*
e X*est un point régulier si la famille des vecteurs : {ng(X*) ,J € ](X*)} est libre, avec :

J&xH ={1<j<mg;(X*) =0}

minf (X)

9gX) <0 @
avec: f:R™ — R et g:R™ — R™ sont deux fonctions différentiables (m < n), et X* € R™ point régulier
du probléme(2)

Théoreme Karush-Kuhn-Tucker(K.K.T.) : Soit le probléme de minimisation: {

Si X* est un point de minimum local du probleme(2), alors il existe :u € R™

{1)u20;(c—é—d.:ui20,V1Si£m)
2)Df(X") + u" Dg(X™) = Ofn

Remargue En pratique, I’utilisation de théoréme de (K.K.T) consiste a résoudre un systéme de (n+m)
(VFOX) + T 1igi(X7) = 0

H;giX)=0 ,i=12,..,m

9i(X") <0

W =0 ,i=12..,m

équations et (2m) inéquations suivant : {

min (x? + y?)

Exem Ie4{
=xempies XeK={(xy) eR:x+y=>1}

Ona: f(x,y) =x%+y?%,et g;(x) = g(x) = —x —y + 1 les conditions du théoréme de K.K.T sont
verifies car : les fonctions f, g sont différentiables et Vg; (X*) = (-1, -DT L.

©=0 (u=0
bonc : 3 | 7 F) + ATg(X) = 03 ﬁlﬁijﬁ;o )
T |ug(X7) =0
p(—x—y+1) =0 (3)
gx) =0 l—x—y+1£0 4

De@B):uy=0V —x—-y+1=0

*) Si u = 0:alors (x,y) = (0,0) mais cette solution ne vérifie pas ’inégalité (4)

2x —u=20
*) Sj —x — — )2y —u=0 e — >4 : !
y+1=0alors: x—y+1=0 (3) donc : x = y et de I’équation (3"), on trouve
u=0

1 5 .
x=y=_par conséquent : u =1
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, . _ A1
Alors : la solutionest : X* = (E'E)T'

2.3 Probléme de minimisation avec contraintes d’égalité et d’inégalité

Soit f:R®" — R et h: R" — R™ , et g: R" — RP, trois fonction différentiables ot : m < n

min f(X)
Le probléme: < h(X) =0 (3) est dite probleme de minimisation avec contraintes d’égalité et
gX) <0

d’inégalité.
Pour ce probleme, nous citons les définitions suivantes :

Définition 5 Soit X* tel que : h(X*) = 0 et g(X™) < 0, on dit que X* est un point régulier si les vecteurs :
Vh;(X*),Vg(X™) ou:1 <i<metj€J(X")sontlinéaire ment indépendants.

minf (X)
Théoréme Karush-Kuhn-Tucker(K.K.T.) : Soit le probléme de minimisation: <{h(X) =0 3 ,
gXx) <0
avec: f:R® - R et h:R"™ — R™ ou(m <n) et g:R™ — RP des fonctions de classe C! (m < n), soit
X* € R™ point régulier du probléme(3)

Si X* est un point de minimum local du probléme(3), alors il existe :A € R™ et u € R? tels que :
HDpu=20(c—a—-d:puy;=20v1i<i<p)
2) Df(X*) + AT Dh(X*) + u" Dg(X*) = O%n
HugiX)=0,i=1,2,.... P
l4)h(x*) =0
59g(X) <0

Remarquel la condition(3) veut dire que : si: u; = 0, alors: g;(X*) < 0sinon: y; > 0,alors: g;(X*) =0

Démonstration On a X*est un point de minimum local du probléme(3) c’est-a-dire qu’il soit aussi un min
local de f sur I’ensemble des points actives :K = {X € R™ h(X) =0,g;(X) =0: j € J(X")}, alors:

31 € R™, pu € RP: DF(X*) + AT Dh(X™) + u" Dg(X*) = Oxn etVj & J(X*): u; = O(voir la remarque).
Maintenant, nous reste de montrer : u; > 0,Vj € J(X™)

Supposons : 3j € J(X™): uj < 0, Soit I’espace tangent : T(X*) = {y € R™: Dh(X")y = 0,Dg(X*)y = 0,i €
JXx i#7de la surface : S=XYER»:/1X=0,g9.X=0, i€/ X+ i#/

On peut dire qu’il existe .y € T(X*): Dg; (X*)y # 0 , et sans perte de généralité, on suppose que nous

avons ytelque:Dg; (X")y < 0,alors :

DF(X") + 2T DR(X) + 7 Dg;(X) + ) i DGi(X") = Ofpn (1)

i#j
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Multipliant I’équation (1) par y € T(X*), on obtient : Df (X*)y = —,ujT Dg;(X*)y <0,Alors:
3t* € Ja,b[: X(¢") = X" et X(¢*) = y , donc : Df (X*)y = DF(X)X(t") = f(X(t)) < 0
Qui veutdire : 3 > 0: Vt € Jt*,¢t* + €] : f(X(£)) < (X)) = f(X*) . Aussi :
d
Dg;(X")y = Egj(x(t*)) <0

C-a-d.:da>0:Vte |t t" +a] : gj(X(t)) < gj(X*) =0, Alorsona:

vVt € Jt*t* +0]: f(X(t)) < f(X*) ,ou:60 =min (ga) , (contradictioncar:X™ estle min local de
probleme).
Remarques
max f(X)
e Pour un probléme d’optimisation avec contraintes d’inégalité suivant : < h(X) =0
gX) <0
Hu=0

2) = Df(X*) + AT Dh(X*) + u" Dg(x*) = 0T
Les conditions de K.K.T s’écrivent de la forme :{ 3) 4;9;(X*) =0,i =1,2,.....,p

Hh(X) =0

5)g(X) <0

(L u<o0
2)DF(X*) + AT Dh(X*) + uT Dg(X*) = 0T
Ou bien par la forme : { 3) #;9:(X") =0,i =12, ..... ,D

Hh(X)=0

59X <0
min f(X)
e Pour un probléme de minimisation avec contraintes d’inégalité suivant : { h(X) =0
gX)=0

(D u<0
2)Df(X*) + AT Dh(X*) + uT Dg(X*) = 0T
Les conditions de K.K.T s’écrivent de la forme :{ 3) 4;9;(X*) =0,i=12,.....,p
Hh(X)=0
5)g(X*) =0
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max f(X)
e Pour un probléme d’optimisation avec contraintes d’inégalité suivant : < h(X) =0
gXx)=0

Hu=0
2)Df(X*) + AT Dh(X*) + uT Dg(X*) = 0T
Les conditions de K.K.T s’écrivent de la forme :{ 3) 4;9;(X*) =0,i=1,2,.....,p
Hh(X)=0
5)g(x") = 0

Exemple5 Résoudre le probléme suivant :

{ min(x? — 1)% + x2
XEK:{(xl,xz)ERz:xz_xl_].:(), x1+x2_4<0}

SolutionOna: f(X) = (x? —1)+x2  h(X)=x, —x; —letg(X) =x; +x, — 4

200, — 1) —A+pu=0 (1)

(VF(X?) + AVR(X") + uVg(X*) = Oge 2%, +A+u=0 (2)
pg(X*) =0 plxy +x,—-4)=0 3)
= :
Ju=z0etdeR ih(x*)zo = Vx4 x,—4<0 4)
gX"H <o X,—x1—1=0 (5)
\u=0 (6)
De I’équation 3) iy =0o0u (x; +x, —4) =0
21 +2x,—2=0 =0
Si: u=0ontrouve :_{xz -x—1=0 = {xl B 1 alors X = (0,1)",A=—-2etu=0
u=0 2=

Si:(x;+x,—4)=0:ontrouve u = —3 < 0 impossible

Donc la solutionest: X = (0,1)T,A=-2etu=10

3. Condition d’optimalité de second ordre
3.1 Probléme de minimisation avec contraintes d’égalité

Soit: f:R®™ — R et h:R"™ — R™ ou (m <n) deus fonctions de classe C? avec (m < n). Soit

LX,A) = fX) + X7, 4:h(X) lafonction de Lagrange. On note L(X,4) la matrice hessienne de £(X, 1)
par rapporta X : L(X,4) = F(X) + Xj5; 4;H;(X) ,avec: F estla matrice hessiene de f au point X et H;(X)
est la matrice hessienne de h;(X) au point X
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minf (X)
=0 @
deux fonctions de classe C? avec (m < n), et X*un point régulier du probléeme(1)).

Théoréme4 : (C.N) Soit le probléme : { ,avec: f:R®™ — R et h: R"™ — R™ sont

Si X* est un point de minimum local du probléme(1), alors : 34 € R™ tels que

{1) Df(X*) + 2*'Dh(X*) = Okn
2)Vy e T(X"): yTL(X*,2) >0

Démonstration
(1) c’est le résultat de la condition de Lagrange (Théoreme3).

Pour (2) : soitY € T(X™), alors il existe une courbe {X(t),t € ]a, b[ } deux fois différentiable sur I’ensemble
des contraintes tel que : X(t*) = X*,et X*(t*) = Y avec t* € ]a, b[ donc : t* est le point min local de

2 .
f(X(®)) = g(t), aussi : 37‘2 (t*) = 0 (d’apreés la C.N.d’optimalité de 2°™ ordre du problémes sans
contraintes), en appliquant la regle de chaine, on trouve :

Sen=2= (D FX@EN)X (" )) = X(t)FX)X(t") + DF(X)X(tY) = YEF(X)Y + Df(X)X(t")
>0..(1)

dt2

D’autre part, on sait que : —At(X(t)) =0=— (At d h(X(t))) ( YA ;t h; (X(t)))

ym AL (Dhj(X(t))X(t)) =X [AH(X(®))X@®)] + 2*Dhy(X(©)X(@®) =0

Posons : t = t*, on obtient : YE(AH(X*))Y + A*Dh(X*)X(t*) = 0, on I’ajoute a I’inégalité (1),on aboutit &
YE(F(X™) + AH(XM)Y = YEL(X*, 1) = 0

Théoréme5: (C.S) Soit le probléme f: R™ — R et h: R™ — R™ sont deux fonctions de classe C?
avec (m < n),

1. Onsuppose:3X* € R"et A € R™ tels que :
1) DF(X*) + A'Dh(X*) = 0t
{2) Vy eT(X*),y#0: yTL(X*, 1)y >0
Alors : X* est un point minimum local strict du probléme de minimisation avec contraintes d’égalité
minf (X)
h(X) =0
2. Onsuppose:3X* € R"et A € R™ tels que :
{1) Df(X*) + A'Dh(X*) = Okm
2)Vy eT(X*),y # 0: yTL(X*, )y <0
Alors : X* est un point maximum local strict du probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité
min f(X)
h(X) =0
Enseignante :Dr. N.Bounab | 10
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3.2 Probléme de minimisation avec contraintes d’inégalité

Dans ce qui suit, considérons 1’espace tangent :
T(X*) ={Y e R:Dh(X*)Y = 0,Dg;(X")Y =0,j € J(X*)}

Théoréme (C.N) : Soit f:R™ — R et h: R™ — R™, avec: (m < n) et g: R™ — RP des fonctions de
minf (X)

classe C2. Soit X* est un point régulier du probléme de minimisation suivant : < h(X) =0  (3)
gXx)<o

Si : X est un point de minimum local du probléme(3), alors : 31 € R™, u € RP:

u=0
{Df(X*) + A'Dh(X*) + utDg(X*) = 0¢
uigi(X*) =0, Vi=1,..p
VY € T(X"), YEL(X*, A, W)Y = 0

Théoréme (C.S) :

Soitf: R"® — R et h: R™ — R™, avec : (m < n) et g: R"® — RP des fonctions de classe C2.

1. Onsuppose:3X* € R*, 1€ R™ etu € RP telsque:
pi =0
Df(X*) + A*Dh(X*) + utg(x*) = 0t
pigiX)=0",i=1,..,p
VY eT(X*u),Y #0: YTL(X*, A, W)Y >0
Avec : T(X*,u) ={Y € R®Dh(X*).Y = 0,Dg;(X*).Y =0, j €J(X", )}

et J(X*, 1) = {j: g;(X*) = 0, p; > 0}

Alors : X* est un point minimum local strict du probléme de minimisation avec contraintes d’inégalité
minf (X)

suivant: {h(X) =0
gX)=<0

2. Onsuppose:3IX* € R™", 1€ R™ etu € RP telsque:
w =0
Df(X*) + A*'Dh(X*) + utg(x*) = 0t
ﬂlgl(X*) =0° =1, Y 2
VY e T(X*,w),Y #0: YTL(X*, A, w)Y <0

Alors : X* est un point maximum local strict du probleme d’optimisation avec contraintes d’inégalité
maxf (X)

suivant: <h(X) =0
9(X) =<0
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