
اݾষڞ راּ܅

E² Mezrouh2026/05/03 :๳෴رոاڤ׫

م 20252026 ٢ـ/ 1447 :෥ີراႥ႐ا ༯ີܙिऻا
দֈب اݾ঻ۏاܺݦ ڤܙ١ֵेू ١ॴ఩ જઁاڤ ١ֵ ոֵۛמոتڲ׿ܽݦ ൄളا ᆃᅞ اڤ׫ّۑࢗࣇࣨ ոֵ اڤץပ࿮ڤܙر
ոֵۛמոت ر ۳֔ץ١ ոֿׅܙي اڤ׭ոڤ׭١ ቞ቘۻר١

ֵܙ؉۰ তগروح اոिऻدة: أ۰׫ոذ ոຐո۰ت 4 وֿۢ؉اिऻ׿ة:
അ೪ڤמոاڤ׫ അ೪ܙۛܙ֍מिऻا اຒ׿ إػ׫מոر ๴১જઁिऻا ࣷ࣬ຐ

اॊूول اिऻܙۛܙع
ֿؠ܋١) 5) 1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

.(E) : 67x−3y = 317 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا Z2 ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ଫଊَأٺ (I
.y0 −x0 = 1 ا๤དྷܳط: ොຬُگݑ (E) ᄭᄟأ؇دగጻዧ (x0;y0) ً ༠؇ݬ؇ ً ఈః༡ ඔّ൹༟ أ) 1.Z2 ሒᇭ (E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل اݿྥٷٺھ ب)

.(E) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ (x;y) ۋ٭ت d = PGCD(x;y) ܳ٭ܝ݆ 2

.d ይዧأڎد اৎ৊݄ܝٷ۰ اܳگࡗࡲ ඔّ൹༟ أ)
.d = 317 لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا (x;y) اܳټٷ؇ਃಮ؇ت ඔّ൹༟ ب)

.α ̸= 0 ۋ٭ت ޗٴ٭أ٭؇ن ༟ڎدان β و α

،N = αβ23 ႟ၽاܳލ আॻ༟ 7 ا৙৑ݿ؇س ذي اܳٺأڎاد َޙ؇م ሒᇭ لܝُٺص ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد N (II
.N = 3(β +1)α2 ႟ၽاܳލ আॻ༟ 8 ا৙৑ݿ؇س ذي اܳٺأڎاد َޙ؇م ሒᇭ لܝُٺص و

.β و α มฆ݄ڢ٭ ඔّ൹༟ 1

اܳأ๤དྷي. اܳٷޙ؇م ሒᇭ N اܳأڎد ا܋ٺص 2

(III
.7 আॻ༟ 3n ይዧأڎد ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ ሒᇬًިا n ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد ڢࡗࡲ ۋފص أدرس 1
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ոֵۛמոت ൄളا ᆃᅞ اڤ׫ّۑࢗࣇࣨ ոֵ ոֿׅܙياڤץပ࿮ڤܙر اڤ׭ոڤ׭١ ֵܙ۰؉اڤۻר١ তগروح ا۰ॊू׫ոذ:

ۋ٭ت: 7 ይዧأڎد ً ݁ݯ؇؜ڰ؇ An اܳأڎد لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا n ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد ڢࡗࡲ ඔّ൹༟ 2

An = 20266n+2 +4×20253n +n

ۋ٭ت: Sn ا௯௫௵݄ިع n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ َݯؕ 3

Sn = 20260 +20261 +20262 + · · ·+2026n

.2025Sn = 2026n+1 −1 :؇਍ಱᄴᄟ n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ඔّ൹ً أ)
.Sn ≡ 4(3n+1 −1)[7] لܝިن: ،n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ اݿྥٷٺھ ب)

.Sn ≡ 0[7] لܝިن: ปฆۋ n ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد ڢࡗࡲ ඔّ൹༟ ج)
ֿؠ܋١) 4) 2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

.(؇ਃ಻ިݬ ݆ዛዊ྘ྲྀ ݆݁) ૭૙؇ء 4 و ݬڰިان) ܾዛዊ྘ྲྀ ݆݁) ر༥؇ل 6 أෛங؇ص: 10 আॻ༟ ྾ཏڢ ොຬٺިي
.(؇݄ዛዊ྘ྲྀ ڣ٭݄؇ റണ೭؇ߌ߳ان ৖৑ (اܳٷ؇ਊಮ؇ن ᄩᄟ ඔ൹ਊಮ؇َو ر྘ཬފً؇ ྾ཟّ ࠍ੊ٷ۰ اۊٺ٭؇ر ߖߵࢴࣖ

࠯࠵࠾ٷ۰؟ ر྘ཬފً؇ ݬڰިان لܝިن أن اۋٺ݄؇ل ި۱ ؇݁ 1

.1
5
ި۱ ا࠯࠵࠾ٷ۰ ሒᇭ ً ۰ਊಮ؇َ ؇ਃ಻ިݬ ّܝިن أن اۋٺ݄؇ل أن ඔّ൹ً 2

݁أً؇؟ ؇ਃ಻ިوݬ ݬڰިان ا࠯࠵࠾ٷ۰ ྾ّཟّ أن اۋٺ݄؇ل ؇݁ 3

ا࠯࠵࠾ٷ۰. ሒᇭ اܳྡྷފ؇ء ༟ڎد اۊٺ٭؇ر ႟ၽً ߌߵڣݑ اᄳᄟي ሒᆶاܳأލިا ଫଃٺ؞ৎ৊ا X ܳ٭ܝ݆ 4

اৎ৊݄ܝٷ۰. X ڢࡗࡲ ༡ڎد (أ)
.E(X) ሒᇆ؇ل؇ݪ٭ ීෂا ᄩᄥ݁أ واۋފص X اۋٺ݄؇ل ڢ؇َިن ؜ਵّف (ب)

.n ≥ 1 ۋ٭ت ر༥؇ل)، ܾ۳ၯ၍) ༥ڎࢴࣖاً ෛஙݱً؇ n ඔ൹اܳފ؇ًگ 10 اܳـ اෛங৙৑؇ص ሌᇿإ َݯ٭ژ :ᆃᄴոاڤ׭ اݾ঻ۏء
اࠍ੊ྡྷݴ. َڰݴ ݆݁ ඔ൹ݱෛங اۊٺ٭؇ر اۋٺ݄؇ل Pn ܳ٭ܝ݆ . ඔ൹ݱෛங وا༡ڎ آن ሒᇭو ؇ًਃಮ؜ލިا ا৚৑ن ෛຶٺ؇ر

.Pn =
(n+6)(n+5)+12

(n+10)(n+9)
أن: ඔّ൹ً 1

.Pn =
7

13
لܝިن ปฆۋ n ڢ٭۰݄ ඔّ൹༟ 2
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ոֵۛמոت ൄളا ᆃᅞ اڤ׫ّۑࢗࣇࣨ ոֵ ոֿׅܙياڤץပ࿮ڤܙر اڤ׭ոڤ׭١ ֵܙ۰؉اڤۻר١ তগروح ا۰ॊू׫ոذ:

ֿؠ܋١) 4) 3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

.(E) : z2 −2z
√

2+4 = 0 :۰ਃಾ৚৑ا z ا௯௫௵۳ިل ذات ᄭᄟأ؇دৎ৊ا C ሒᇭ ଫଊَأٺ 1

.රඝ৚৑ا اࠍ੆ܭ ި۱ z2 و ݁ިۏص ঌॻاܳٺۛ٭ ඹජؤه اᄳᄟي اࠍ੆ܭ ި۱ z1 ଫଊَأٺ ،(E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ (أ)
.z1

z2

اৎ৊ݠ܋ص اܳأڎد ๴ང৙৑ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ ا܋ٺص (ب)
ۋگ٭گ٭؇ً. (

z1

z2

)n اܳأڎد لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا n ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد ڢࡗࡲ ඔ൹༟ (ج)
Ω و B ، A اܳٷگ؇ط ଫଊَأٺ ،1cm ا༡ިܳڎة ،(O; u⃗, v⃗) ྵฺ؇༶ٺৎ৊وا اৎ৊ٺأ؇݁ڎ اৎ৊أ޺޾ ሌᇿإ اৎ৊ྡྷފިب اৎ৊ݠ܋ص اৎ৊ފٺިي ሒᇭ 2

ا྘ོଫଐܳص: আॻ༟ ܳިاۋگ۳؇
zA =

√
2(1+ i) , zB =

√
2(1− i) , zΩ =

√
2

2

.−3 واܳྡྷފٴ۰ Ω ஼ணݠৎ৊ا ذو h ሒᆞ؇༲ܳٺ؇ً B اܳٷگޚ۰ ݬިرة C اܳٷگޚ۰ ৖৑ۋگ۰ ඔ൹༟ (أ)
.−π

2
ل۰ واෑෂاو O ஼ணݠৎ৊ا ذو R ً؇ᄴᄟوران B اܳٷگޚ۰ ݬިرة D اܳٷگޚ۰ ৖৑ۋگ۰ ඔ൹༟ (ب)
اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ لگ۰ ޗݠ ๤ཇح ؕ݁ اৎ৊ݠ܋ص. اৎ৊ފٺިي ሒᇭ D و B ، A اܳٷگ؇ط ࢻࣖڢ۰ ݁ټܭ 3

۱ٷڎݿ٭؇ً. ۰༶اܳٷྥ٭ ๤ཏڣ ቕ቉ اࠍଫଊ᛻੊ي، ႟ၽاܳލ আॻ༟ zC − zA

zD − zA
اܳأڎد أ܋ٺص 4

.ًؕਵਦ ACED ሒᇼ؇ًීෂا أن ඔ൹ً .I ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ A َޙଫଃة E و ،[CD] اܳگޚأ۰ ݁ٷٺݱژ I ܳٺܝ݆ 5

ۋ٭ت: z اఈዳዧۋگ۰ ذات اৎ৊ފٺިي ݆݁ M اܳٷگ؇ط ۰༟ިᆇ୞୘ ඔ൹༟ 6

arg((z − zΩ)2) =
π

4
+2kπ (k ∈ Z)

ֿؠ܋١) 7) 4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

.n ∈ N
∗ ، gn(x) = nx+ ex ًـ: R আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا gn ܳٺܝ݆ (I

.؇ዛኤاଫଃّ؞ ༥ڎول ႟ၽނ ቕ቉ ،gn ᄭᄟاᄴᄟا ଫଃّ؞ ا෠ູ؇ه أدرس 1
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ոֵۛמոت ൄളا ᆃᅞ اڤ׫ّۑࢗࣇࣨ ոֵ ոֿׅܙياڤץပ࿮ڤܙر اڤ׭ոڤ׭١ ֵܙ۰؉اڤۻר١ তগروح ا۰ॊू׫ոذ:

.−1 < αn < 0 أن ොູگݑ ቕ቉ ،αn ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ R ሒᇭ ّگٴܭ gn(x) = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ඔ൹ً 2

.gn(x) إނ؇رة x اࠍ੆گ٭ࠔࠫ اܳأڎد ڢࡗࡲ ۋފص اݿྥٷٺھ 3

fn(x) =
(x−1)ex

n+ ex
:ঌॻل პაႰ R আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ fn اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ (II

۱ٷڎݿ٭؇ً. ۰༶اܳٷྥ٭ ๤ཏوڣ lim
x→−∞

fn(x) أۋފص 1

. lim
x→+∞

fn(x) أۋފص أ- 2

૭૜ྥٷٺھ؟ ݁؇ذا ، lim
x→+∞

[fn(x)− (x−1)] أۋފص ب-
.(∆) : y = x−1 واৎ৊ފٺگࡗࡲ (Cn) ปฃۜٷగጻዧ ม฀اܳྡྷފ اܳިݪؕ أدرس ۏـ-

.f ′
n(x) =

ex ·gn(x)

(n+ ex)2
:x ∈ R ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ඔ൹ً أ- 3

.؇ዛኤاଫଃّ؞ ༥ڎول ႟ၽނ ቕ቉ ،fn ᄭᄟاᄴᄟا ଫଃّ؞ ا෠ູ؇ه اݿྥٷٺھ ب-
.fn(αn) = αn أن: ඔ൹ً 4

.(Cn+1) و (Cn) ඔ൹ٷۜٷ٭గጻዧ ม฀اܳྡྷފ اܳިݪؕ أدرس 5

.(C3) و (C2) ،(C1) ،(∆) :݆݁ ً ఈ႙၍ ๲๑ฺأ 6

.un =
∫ 0

−1
fn(x)dx و I =

∫ 0

−1
(x−1)exdx َݯؕ: (III

ً؇ܳٺ۠ݞف۰. ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ً؇ݿٺ༱ڎام I أۋފص 1

(x−1)ex

n
≤ fn(x) ≤ (x−1)ex

n+1
:x ∈ [−1;0] ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ඔ൹ً 2

.؇ዛውᚬ؇ዛኡ وأۋފص ݁ٺگ؇ر۰ً، (un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔ൹ً 3

.Vn =
n
∑

k=1

uk َݯؕ: 4

.∫ k+2

k+1

1

t
dt ≤ 1

k +1
:k ∈ N

∗ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ඔ൹ً أ-
. n
∑

k=1

1

k +1
≥ ln(n+2)− ln2 أن: اݿྥٷٺھ ب-

. lim
n→+∞

Vn : اݿྥٷٺھ ۏـ-
ا৙৑ول اৎ৊ިݪިع ปᘟውᚶإ
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ոֵۛמոت ൄളا ᆃᅞ اڤ׫ّۑࢗࣇࣨ ոֵ ոֿׅܙياڤץပ࿮ڤܙر اڤ׭ոڤ׭١ ֵܙ۰؉اڤۻר١ তগروح ا۰ॊू׫ոذ:

ᆃᄴոاڤ׭ اिऻܙۛܙع
ֿؠ܋١) 4) 1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

:ঌॻل პაႰ Bn و An દઊاܳأڎد َأُݠف ،n ≥ 2 ۋ٭ت n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ (I
An = 2n2 +3n −2 و Bn = 2n2 +3n +5

.mn = PPCM(An;Bn) و dn = PGCD(An;Bn) ܳ٭ܝ݆
.7 ይዧأڎد ྾ང؇ڢ dn اܳأڎد أن ඔّ൹ً أ) 1

.An = (n+2)(2n −1) أن: ොູگݑ ب)
.dn = 7 لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا n ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد ڢࡗࡲ اݿྥٷٺھ ج)

.dn = 1 و dn = 7 :ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ݆݁ ᄭᄟ؇༡ ႟၍ ሒᇭ n ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ mn ا৙৑ݬ؞ݠ اৎ৊ލଫଐك اৎ৊ݯ؇؜ژ ؜݆ ଫّଊ༟ 2

اܳأఈఃڢ۰: ොຬُگگ؇ن واᄳፁዧان ،(a < b) ۋ٭ت b و a ඔ൹اܳޚٴ٭أ٭ દઊاܳأڎد ଫଊَأٺ (II
m−3d = 273

.m = PPCM(a;b) و d = PGCD(a;b) ۋ٭ت
.273 ይዧأڎد ྾ང؇ڢ d أن ඔّ൹ً 1

.d ይዧأڎد اৎ৊݄ܝٷ۰ اܳگࡗࡲ اݿྥٷٺھ ،ሒᇿأو ༟ڎد d أن ً ؇గఒ༟ 2

.d = 7 أن اܳފޝال ۱ڍا ሒᇭ َڰݠض 3

.xy = 42 وොຬُگگ؇ن: b = 7y و a = 7x ۋ٭ت ؇݄ዛዊ྘ྲྀ ڣ٭݄؇ أوܳ٭؇ن y و x ޗٴ٭أ٭؇ن ༟ڎدان ل༥ިڎ أَ۬ ඔّ൹ً اৎ৊݄ܝٷ۰.أ) (a;b) اܳټٷ؇ਃಮ؇ت اݿྥٷٺھ ب)
.ᄭᄥ৵৩ৠا ۱ڍه ༡ߺࠊل إ༡ڎى ሒሃ (A4;B4) ۰ਃಮ؇اܳټٷ أن ොູگݑ ج)

(III
.(E) : 7x−6y = 1 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا Z2 ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ༡ܭ 1
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ոֵۛמոت ൄളا ᆃᅞ اڤ׫ّۑࢗࣇࣨ ոֵ ոֿׅܙياڤץပ࿮ڤܙر اڤ׭ոڤ׭١ ֵܙ۰؉اڤۻר١ তগروح ا۰ॊू׫ոذ:

اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄥ৵৩ৠا ොຬُگݑ ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد N 2










N ≡ 3[7]

N ≡ 4[6]

.N = 7x+3 ොຳ٭ت (E) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ (x;y) ۰ਃಮ؇਍ು ༥ިّڎ ڣ؆َ۬ ،ᄭᄥ৵৩ৠا ୒ୖڍه ً ఈః༡ N Ⴄ၍ن إذا أَ۬ ඔّ൹ً أ)
.N ≡ 10[42] أن: اݿྥٷٺھ ب)

.B4 −1 ި۱ A4 আॻ༟ N ይዧأڎد ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ ༡؇ݬܭ أن ً ؇గఒ༟ N ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد ඔّ൹༟ 3

ֿؠ܋١) 4) 2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

.un+1 = (un +1)eun −1 :n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ و݆݁ u0 = −1

2
ًـ: اৎ৊أݠڣ۰ّ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ (un)n∈N

.−1 ≤ un ≤ −1

2
:n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَّ۬ ً؇ଫଐܳاۏؕ ߓߵ۱݆ 1

إނ؇رة ادرس ، x ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ 2

(x+1)(ex −1)

. (un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ଫଃّ؞ إ෠ູ؇ه اݿྥٷٺھ
.؇ዛውᚬ؇ዛኡ اۋފص ቕ቉ ݁ٺگ؇ر۰ً (un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أنّ ඔّ൹ً 3

: n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَّ۬ ඔّ൹ً 4

1+un ≤ e−n

2

2
وأنّ 1+un+1 ≤ 1√

e
(1+un)

. limn→+∞ un اݿྥٷٺھ
: َݯؕ N∗ ݆݁ n ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ 5

Sn = u0 +u1 + · · ·+un−1

. Sn = ln(2un +2) : أنّ ඔّ൹ً
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ոֵۛמոت ൄളا ᆃᅞ اڤ׫ّۑࢗࣇࣨ ոֵ ոֿׅܙياڤץပ࿮ڤܙر اڤ׭ոڤ׭١ ֵܙ۰؉اڤۻר١ তগروح ا۰ॊू׫ոذ:

ֿؠ܋١) 5) 3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

:β و α ඔ൹ܳި۳௵௯௫ا ذات اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا C اৎ৊ݠ܋ٴ۰ ا༟৙৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘ ሒᇭ ༡ܭ .I










α +β = 2
√

2

α −β = −2i
√

6

: ܳިاۋگ۳؇ มฆܳا C و B ،A اܳٷگޔ ଫଊَأٺ ،(O; u⃗; v⃗) ྵฺ؇༶ٺৎ৊وا اৎ৊ٺأ؇݁ڎ اৎ৊أ޺޾ ሌᇿإ اৎ৊ྡྷފިب اৎ৊ݠ܋ص اৎ৊ފٺިي ሒᇭ .II
ZA =

√
2+ i

√
6 , ZB =

√
2− i

√
6 , ZC =

√
2+ i

√
2

.๴ང৙৑ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ ZC و ZA ݆݁ ً ఈ႙၍ أ܋ٺص 1

.๴ང৙৑وا اࠍଫଊ᛻੊ي ඔ൹ၯၽاܳލ আॻ༟ ZA

ZC
اৎ৊ݠ܋ص اܳأڎد أ܋ٺص 2

.sin( π

12

) و cos

(

π

12

) ݆݁ ႟ၽܳ اৎ৊ݯٴިޗ۰ اܳگࡗࡲ اݿྥٷٺھ 3

.arg

(

z −ZA

z −ZB

)

= π +2kπ ොູگݑ: มฆܳا M(z) اܳٷگޔ ۰༟ިᆇ୞୘ Γ ඔ൹༟ 4

.un = Zn
A +Zn

B ًـ: اৎ৊أݠڣ۰ (un)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ଫଊَأٺ 5

.n ڢ٭۰݄ ّܝ݆ ؇݄ዛᔻ ۋگ٭ࠔࠫ un اܳأڎد أن أཿྟب (أ)
:n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ඔّ൹ً (ب)

un = 2
3n+2

2 cos

(

nπ

3

)

.un+2 −2
√

2un+1 +8un = 0 اଫଐܳاۏأ٭۰: اܳأఈఃڢ۰ ොູگݑ (un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ߓߵ۱݆ (ج)
.un+6 = 512un ڣ؆ن: n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ߓߵ۱݆ (د)
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ոֵۛמոت ൄളا ᆃᅞ اڤ׫ّۑࢗࣇࣨ ոֵ ոֿׅܙياڤץပ࿮ڤܙر اڤ׭ոڤ׭١ ֵܙ۰؉اڤۻר١ তগروح ا۰ॊू׫ոذ:

ֿؠ܋١) 7) 4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

:ঌॻل პაႰ ]0;+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ f ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ (I
f(x) =

∫ x

1

ln t

t2
dt

.f ′(x) اৎ৊ލٺگ۰ ؇ዛውܳدا ඔ൹༟و ]0;+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ f ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔ൹ً 1

.f ᄭᄟاᄴᄟا ଫଃّ؞ ا෠ູ؇ه ༡ڎد ቕ቉ ،x ڢࡗࡲ ۋފص f ′(x) إނ؇رة اݿྥٷٺھ 2

.f(x) = 1− 1+ lnx

x
:؇਍ಱᄴᄟ ]0;+∞[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ߓߵ۱݆ ً؇ܳٺ۠ݞف۰، ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ً؇ݿٺ༱ڎام 3

.(O;⃗ i, j⃗) ྵฺ؇༶و݁ٺ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ ݁ྡྷފިب ݁ފٺި ሒᇭ f ᄭᄟاᄴፁዧ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ (Cf ) ܳ٭ܝ݆ (II
۱ٷڎݿ٭؇ً. ۰༶اܳٷྥ٭ ๤ཏوڣ lim

x
>−→0

f(x) أۋފص 1

݁أ؇دܳٺ۬. ඔ൹ّأ٭ لޚܹص (Cf ) ปฃۜٷగጻዧ (∆) أڣࠔࠫ ݁گ؇رب ݁ފٺگࡗࡲ وۏިد واݿྥٷٺھ lim
x→+∞

f(x) أۋފص 2

.f ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ༥ڎول ႟ၽނ ቕ቉ ،f(1) أۋފص 3

.]0;+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ f(x) إނ؇رة اݿྥٷٺھ 4

.(∆) واৎ৊ފٺگࡗࡲ (Cf ) ปฃۜٷగጻዧ ม฀اܳྡྷފ اܳިݪؕ أدرس 5

.(Cf ) ปฃۜٷৎ৊وا (∆) اৎ৊ފٺگࡗࡲ ๲๑ฺأ 6

.h(x) = f(lnx) ًـ: ]1;+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ h ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ (III
. h ᄭᄟاᄴᄟا ଫଃّ؞ ا෠ູ؇ه أدرس 1

. lim
x→+∞

h(x) و lim
x

>−→1

h(x) أۋފص 2

.h ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ༥ڎول ႟ၽނ 3

ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ިݪިع ปᘟውᚶإ
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ل؇ݪ٭؇ت ر ނأٴ۰ ٔ؇َިي اܳټ؇ܳټ۰ ይዧފٷ۰ ॷॖदاܳٺ۠ݠ ل؇ ይዧٴႤၽܳިر اৎ৊ڰݱܭ اܳٺݱۜ٭ں
ֵܙ؉۰ :তগروح ا۰ॊू׫ոذ إຐ׿اد ڲڷ ✍

اॊूول اिऻܙۛܙع
1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ؼـــڞ

:Z2 ᆃᅞ اႥ႐ֵܙ༖໪ոؔמ١ اո֔िऻدूेت (I
ن 0.5 :(x0; y0)صոশاݾ اݾষڞ അ೪ׂ֔מ أ) 1.y0 − x0 = 1 =⇒ y0 = x0 + 1 ا๤དྷܳط ؇਍ಱᄴᄟ:(E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ا๤དྷܳط ۱ڍا ਐಸأިلݥ

67x0 − 3(x0 + 1) = 317

67x0 − 3x0 − 3 = 317

64x0 = 320

x0 =
320

64
= 5

.y0 = 5 + 1 = 6 ;5).و݁ٷ۬ 6) :ሒሃ اࠍ੅؇ݬ۰ ۰ਃಮ؇اܳټٷ إذن
ن 0.5 :(E) ႞႐دո֔िऻا ຒݫݻل ا༖۰ר׫ոج اܳٺ؇ܳ٭۰:ب) ᄭᄥ৵৩ৠا ؇਍ಱᄴᄟ







67x − 3y = 317 . . . (1)

67(5)− 3(6) = 317 . . . (2)

෠ຶڎ: ܳޚݠف، ً ޗݠڣ؇ (1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ (2) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ًޚݠح
67(x − 5)− 3(y − 6) = 0 =⇒ 67(x − 5) = 3(y − 6)

.(x − 5) ྾ཏلگ 3 ڣ؆ن ؗިص، ۱ଫଊ݁ٷ۰ وۋފص (3 ∧ 67 = 1) 67 ؕ݁ ሒᇿأو 3 أن ؇ஓ୾
.x − 5 = 3k =⇒ x = 3k + 5 ොຳ٭ت: k ොේ٭ں ༟ڎد ل༥ިڎ ෠ຶڎ:إذن اܳފ؇ًگ۰ اৎ৊ފ؇واة ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި

67(3k) = 3(y − 6) =⇒ 67k = y − 6 =⇒ y = 67k + 6

:ሒሃ (E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ إذن،
S = {(3k + 5; 67k + 6) | k ∈ Z}
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ن 0.5 :d ቞ቘ֔׿د اिऻڵڎר١ اڤؠ߈ߣ അ೪ׂ֔מ أ) 2

.y ྾ཏلگ d و x ྾ཏلگ d إذن ،d = PGCD(x; y) ؇਍ಱᄴᄟ
.67x − 3y  ྾ཏلگ d ڣ؆ن ،ଫଊ܋৙৑ا اৎ৊ލଫଐك ྾ང؇اܳگ ۊިاص 317.ۋފص ྾ཏلگ d و݁ٷ۬

ሒሃو √
317 ≈ 17.8 ༥ڍره ݆݁ ا৙৑ڢܭ ا৙৑وܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد আॻ༟ اܳگފ۰݄ لگٴܭ ৖৑ َ۬৙৑) ሒᇿأو ༟ڎد 317 أن ؇ஓ୾.317 و 1 ሒሃ اৎ৊ިۏٴ۰ ۬ᆙᆊڢިا ڣ؆ن ،(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17.{1; 317} :ሒሃ d ይዧأڎد اৎ৊݄ܝٷ۰ اܳگࡗࡲ إذن

ن 0.75 :d = 317 ֵڎܙن ոڪ٤ຖأ ڲڷ ඒ൷اڤ (x; y) اڤ׭רոॴటոت അ೪ׂ֔מ ب)
.y ≡ 0[317] و x ≡ 0[317] Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا d = 317 x:لܝިن = 3k + 5 ؇਍ಱᄴᄟو ،x ≡ 0[317] َ؊༠ڍ

3k + 5 ≡ 0[317]

3k ≡ −5[317]

3k ≡ −5 + 317[317]

3k ≡ 312[317]

:3 আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ྾ཏَگ ،PGCD(3; 317) = 1 أن ؇ஓ୾.α ∈ Z ۋ٭ت k ≡ 104[317] =⇒ k = 317α + 104:y و x ሒᇆ؜ٴ؇ر ሒᇭ k ڢ٭۰݄ َأިض
x = 3(317α + 104) + 5 = 951α + 312 + 5 = 951α + 317

y = 67(317α + 104) + 6 = 21239α + 6968 + 6 = 21239α + 6974

.α ∈ Z ؕ݁ (951α + 317; 21239α + 6974) :ሒሃ اৎ৊ޚߺࠊ۰ً اܳټٷ؇ਃಮ؇ت إذن
اڤ׫֔׿اد: أֿ܊ڵ١ (II

ن 0.75 :β و α ඒ൷ؓמڵ അ೪ׂ֔מ 1

.(E) : 67α − 3β = 317 ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ሒሃ (α; β) ۰ਃಮ؇اܳټٷ أن ఈఃَۋޓ
.(3k + 5; 67k + 6) :႟ၽاܳލ ݆݁ ሒሃ اࠍ੆ߺࠊل أن و༥ڎَ؇ اܳފ؇ًݑ، اࠍ੊ݞء ݆݁

اܳٺأڎاد: ๤ཇوط ොູگ٭ݑ وۏص ،8 و 7 ا৙৑ݿ؇س ذي ඔ൹݁؇اܳٷޙ ሒᇭ ݁ܝٺިب N أن ؇ஓ୾
.0 ≤ β ≤ 6 و 1 ≤ α ≤ 6 :7 ا৙৑ݿ؇س ݆݁ •

.0 ≤ β + 1 ≤ 7 =⇒ 0 ≤ β ≤ 6 و 0 ≤ α ≤ 7 :8 ا৙৑ݿ؇س ݆݁ •
اܳأ؇م: اࠍ੆ܭ ሒᇭ k ًگࡗࡲ لݥ ً؇ܳٺأި

.β = 67(0) + 6 = 6 و α = 3(0) + 5 = 5 ෠ຶڎ :k = 0 أ༥ܭ ݆݁ •
.(0 ≤ 6 ≤ 6 و 1 ≤ 5 ≤ 6) اܳٺأڎاد ๤ཇوط ً ؇݁؇ஓ஄ ොູگگ؇ن β = 6 و α = 5 ඔ൹اܳگ٭݄ٺ أن ఈఃَۋޓ

اৎ৊ޚߺࠊب. ا௯௫௵؇ل ؜݆ β أو α ڢࡗࡲ ݿٺۛݠج ،k ܳـ أරඝى ڢ٭۰݄ أي أ༥ܭ ݆݁ ྘ྲྀٷ݄؇
.β = 6 و α = 5 إذن:
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ن 0.25 اڤ෕ໃ֔ي: اڤר܊ոم ᆃᅞ N اڤ֔׿د ١ּոफः 2:ඔ൹ّاܳأٴ؇ر إ༡ڎى ሒᇭ β و α มฆ݄ڢ٭ َأިض
N = 343(5) + 49(6) + 17

N = 1715 + 294 + 17

N = 2026

:ֆڲמո୦ୠଡ଼وا اिऻܙاؔؠոت (III
ن 0.5 :7 ࣷ࣬ຐ 3n ቞ቘ֔׿د اूॆؓڪמ׿١ֵ اڤؠۻڵ١ ᆃᅝּܙا درا١۰ 1

30 ≡ 1[7]

31 ≡ 3[7]

32 ≡ 2[7]

33 ≡ 6[7]

34 ≡ 4[7]

35 ≡ 5[7]

36 ≡ 1[7]

.6 ި۱ ودور۱؇ دوري، ႟ၽ૰૖ ଲਐಾ୍ر ሒᇬاܳٴިا أن ఈఃَۋޓ
n ≡ . . . [6] 0 1 2 3 4 5

3n ≡ . . . [7] 1 3 2 6 4 5

ن 0.5 :An ≡ 0[7] ֵڎܙن ඌ൷ؼ n ؓ߈ߣ അ೪ׂ֔מ 2

2026 = 7 × 289 + 3 =⇒ 2026 ≡ 3[7]

2025 = 7 × 289 + 2 =⇒ 2025 ≡ 2[7]

و݁ٷ۬:
An = 20266n+2 + 4 × 20253n + n

An ≡ 36n+2 + 4 × 23n + n[7]

An ≡ (36)n × 32 + 4 × (23)n + n[7]

ڣ؆ن: ،23 = 8 ≡ 1[7] و 36 ≡ 1[7] أن ؇ஓ୾
An ≡ 1n × 9 + 4 × 1n + n[7]

An ≡ 9 + 4 + n[7]

An ≡ 13 + n[7]

An ≡ 6 + n[7]
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أن: ෠ຬص An ≡ 0[7] لܝިن ௧ௌܳـ
6 + n ≡ 0[7]

n ≡ −6[7]

n ≡ 1[7]

.k ∈ N ۋ٭ت n = 7k + 1 إذن:
:Sn ا୦ୠଡ଼ڵܙع 3

ن 0.25 :2025Sn = 2026n+1 − 1 أن ༐໭מոن أ)
.20260 = 1 ا৙৑ول و༡ڎ۱؇ q = 2026 ؇ዝང؇أݿ ۱ٷڎݿ٭۰ ৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ݁ٺٺ؇ًأ۰ ࠍ੆ڎود ᆇ୞୘ިع ި۱ Sn n).ا௯௫௵݄ިع − 0 + 1) = n + 1 ި۱ اࠍ੆ڎود ༟ڎد

Sn = 1 × 2026n+1 − 1

2026 − 1

Sn =
2026n+1 − 1

2025

.2025Sn = 2026n+1 − 1 ෠ຶڎ: 2025 ሒᇭ ඔ൹اܳޚݠڣ ๤ཟًب
ن 0.25 :Sn ≡ 4(3n+1 − 1)[7] أن ا༖۰ר׫ոج ب)

اܳأఈఃڢ۰: ሒᇭ َأިض .2026 ≡ 3[7] و 2025 ≡ 2[7] ݿٴݑ ؇ᆙᆘ ؇਍ಱᄴᄟ
2Sn ≡ 3n+1 − 1[7]

:(4 × 2 = 8 ≡ 1[7] (৙৑ن 4 اܳأڎد ሒᇭ اৎ৊ިاڣگ۰ ሒᇭޗݠ ๤ཟَب ،2 اৎ৊أ؇݁ܭ ݆݁ ይዧٺ༱ܹݧ
4 × 2Sn ≡ 4(3n+1 − 1)[7]

8Sn ≡ 4(3n+1 − 1)[7]

Sn ≡ 4(3n+1 − 1)[7]

ن 0.25 :Sn ≡ 0[7] ֵڎܙن ඌ൷ؼ n ؓ߈ߣ അ೪ׂ֔מ ج)
Sn ≡ 0[7] =⇒ 4(3n+1 − 1) ≡ 0[7]

ؗިص: ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص ڣ؆ن ،PGCD(4; 7) = 1 أن ؇ஓ୾
3n+1 − 1 ≡ 0[7]

3n+1 ≡ 1[7]

.6 ݁ݯ؇؜ڰ؇ت ݆݁ ሒሃ 7 ଫଐًدࢴࣖ 1 ّިاڣݑ มฆܳا اܳگިة أن ෠ຶڎ ،(1) اܳފޝال ሒᇭ ሒᇬاܳٴިا ༥ڎول ݆݁
n + 1 = 6k (k ∈ N

∗)

n = 6k − 1
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k ∈ N∗ ؕ݁ n = 6k − 1   ሒሃ n ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد ڢࡗࡲ إذن،
2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ؼـــڞ

ن 0.5 ޠަޯר١: ոًۻ༉ໝر ۝ءܙان ֵڎܙن أن اؼ׫ڵոل 1

ඔ൹ਊಮ؇اܳٷ ෛຶٺ؇ر ر྘ཬފً؇، ݬڰިان ܳٺྦྷٴ྘ب .10× C2
9 = 360 ި۱ َ؇ਊಮ؇ن) ቕ቉ (ر྘ཬݴ ا࠯࠵࠾ٷ۰ ৖৑ۊٺ٭؇ر اၯၽܳ٭۰ اࠍ৖৑؇੆ت ༟ڎد

:ඔ൹ٺٴگৎ৊ا أෛங؇ص 9 اܳـ ඔ൹ً ݆݁Card(A) = 1 × C2
9 = 36

:ި۱ ا৖৑ۋٺ݄؇ل
P(A) =

36

360
=

1

10

ن 0.5 :1
5
٢ܙ اޠަޯר١ ᆃᅞ ١ॻటոֿ ոॴబ۝ܙ ׂڎܙن أن اؼ׫ڵոل أن ༐໭מոن 2

،ඔ൹ਊಮ؇اܳٷ ݆݁ ܋ިا༡ڎة ؇ਃ಻ިݬ ؇َଫଐ༠ا ቕ቉ ،(؇ਃ಻ިݬ ଫଃ༚) ඔ൹ٺٴگৎ৊ا اܳྥފأ۰ ඔ൹ً ݆݁ ر྘ཬފً؇ ؇َଫଐ༠ا إذا ۰ਊಮ؇َ ؇ਃ಻ިݬ ّܝިن
:ඔ൹اܳٴ؇ڢ 8 اܳـ ݆݁ රඝ৚৑ا ೞಮ؇واܳٷ

Card(B) = 9 × (C1
1 × C1

8) = 9 × 8 = 72

:ި۱ ا৖৑ۋٺ݄؇ل
P(B) =

72

360
=

1

5

ن 0.5 :ոً֔ڲ ոॴబو۝ܙ ۝ءܙان اޠަޯר١ ༯໐ׂ أن اؼ׫ڵոل 3

:๤ཇ؇݁ٴ ႟ၽ૰૖ ݁أً؇ ؇ਃ಻ިوݬ ݬڰިان ؇ዛዀڣ ਐಱިا༥ڎ มฆܳا اࠍ৖৑؇੆ت ොຶފص
৖৑؇༡ت. 1 × 1 × 8 = 8 :ඔ൹اܳٴ؇ڢ 8 اܳـ ݆݁ රඝ৚৑ا ೞಮ؇واܳٷ ۰ਊಮ؇َ ؇ਃ಻ިوݬ ر྘ཬݴ ݬڰިان •
৖৑؇༡ت. 1 × 1 × 8 = 8 :ඔ൹اܳٴ؇ڢ 8 اܳـ ݆݁ රඝ৚৑ا ೞಮ؇واܳٷ ೞಮ؇َ وݬڰިان ر྘ཬފ۰ ؇ਃ಻ިݬ •
৖৑؇༡ت. 8 × 1 = 8 :؇ਃ಻ިوݬ ݬڰިان ؇ᆇᆅ واܳٷ؇ਊಮ؇ن ۊ٭؇رات) 8) රඝآ ෛஙݧ ا྘ཬීෂݴ •

Card(C) = 8 + 8 + 8 = 24

:ި۱ ا৖৑ۋٺ݄؇ل
P(C) =

24

360
=

1

15

اޠަޯר١): ᆃᅞ اڤ༓ۻոء (ຐ׿د X ᆃᄧاڤ֔۾ܙا જੴ֏׫िऻا 4

ن 0.25 اिऻڵڎר١: X ؓ߈ߣ (أ)
X ∈ {0, 1, 2, 3} ڣ؆ن: ،4 ༟ڎد۱݆ واܳྡྷފ؇ء أ؜ݯ؇ء 3 ྾ཟّ ا࠯࠵࠾ٷ۰ أن ؇ஓ୾

ن 1 :ᆃᄷոۛמոֵ ൄളا اॊूڲڞ وؼۻոب X اؼ׫ڵոل ոֿؓܙن (ب)
P(X = 0) =

6 × C2
5

360
=

60

360
=

1

6
•
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P(X = 1) =
(4 × C2

6) + (6 × C1
4 × C1

5)

360
=

60 + 120

360
=

1

2
•

P(X = 2) =
(4 × C1

3 × C1
6) + (6 × C2

4)

360
=

72 + 36

360
=

3

10
•

P(X = 3) =
4 × C2

3

360
=

12

360
=

1

30
•

اूेؼ׫ڵոل: ոֿؓܙن ຖ׿ول
xi 0 1 2 3

P(X = xi) p0 =
1

6
p1 =

1

2
p2 =

3

10
p3 =

1

30

:E(X) ᆃᄷոۛמոֵ ൄളا اॊूڲڞ
E(X) =

(

0 × 1

6

)

+

(

1 × 1

2

)

+

(

2 × 3

10

)

+

(

3 × 1

30

)

= 1.2

:ᆃᄴոاڤ׭ اݾ঻ۏء 5

ن 0.75 :Pn ֍ץոرة ༐໭מոن وا༡ڎ:(أ) آن ሒᇭ ඔ൹ݱෛங ෛຶٺ؇ر .(4 واܳྡྷފ؇ء n + 6 (ا༥ීෂ؇ل ෛஙݧ n + 10 ሒᇿ؇ᆇᅹ৕৑ا اܳأڎد
Card(Ω′) = C2

n+10 =
(n + 10)(n + 9)

2

اਵਦأّ؇ن): أو (رఈః༥ن اࠍ੊ྡྷݴ َڰݴ ݆݁ ඔ൹ݱෛங আॻ༟ اࠍ੆ݱިل
Card = C2

n+6 + C2
4 =

(n + 6)(n + 5)

2
+ 6 =

(n + 6)(n + 5) + 12

2

Pn =

(n + 6)(n + 5) + 12

2
(n + 10)(n + 9)

2

=
(n + 6)(n + 5) + 12

(n + 10)(n + 9)

ن 0.5 :Pn =
7

13
ֵڎܙن ඌ൷ؼ n ؓמڵ١ അ೪ׂ֔מ (ب)

13(n2 + 11n + 42) = 7(n2 + 19n + 90) :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຳܭ
13n2 + 143n + 546 = 7n2 + 133n + 630 =⇒ 6n2 + 10n − 84 = 0

:ި۱ اৎ৊گٴިل اܳިۋ٭ڎ ௧ਤاܳޚٴ٭ اࠍ੊ڍر .∆ = 529 = 232 ଩ଃ݄ৎ৊ا .3n2 + 5n − 42 = 0 ً؇ܳٺྟފ٭ޔ:
n =

−5 + 23

6
= 3

3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ؼـــڞ
ن 0.75 :(E) ႞႐دո֔िऻا ຒڞ (أ) 1

:∆ ଩ّଃ݄ৎ৊ا ොຶފص
∆ = (−2

√
2)2 − 4(1)(4) = 8 − 16 = −8
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:ඔ൹اڣگଫଐ݁ ඔ൹܋ٴਵਦ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن ∆ < 0 أن ؇ஓ୾
z =

2
√

2 ± i
√

8

2
=

2
√

2 ± 2i
√

2

2
=

√
2 ± i

√
2

z2 =
√

2 − i
√

2 و z1 =
√

2 + i
√

2 ෠ຶڎ: ݁ިۏص ঌॻاܳٺۛ٭ ඹජؤه z1 أن ؇ஓ୾
ن 0.5 :z1

z2
቞ቘ֔׿د ෥ີॊूا တ࿮اڤ۾ (ب)

إذن .cos θ = sin θ =

√
2

2
৙৑ن arg(z1) =

π

4
وᆇᅦڎّ۬ .|z1| =

√

(
√

2)2 + (
√

2)2 = 2 ؇਍ಱᄴᄟ
.z2 = z1 = 2e−i π

4 و z1 = 2ei π
4

z1

z2
=

2ei π
4

2e−i π
4

= ei(π
4 +

π
4 ) = ei π

2

ن 0.25 :ًոؼؠמؠמ (z1

z2

)n ֵڎܙن ඌ൷ؼ اڤ܋ץמ֔מ١ n ؓ߈ߣ (ج)
nπ

2
= أي: ݁أڎو݁؇ً، ঌॻاܳٺۛ٭ اࠍ੊ݞء Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ً ۋگ٭گ٭؇ اܳأڎد لܝިن .(ei π

2

)n
= ei nπ

2 ؇਍ಱᄴᄟ
.ሒᇚزو ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد n إذن kπ =⇒ n = 2k (k ∈ N)

ن 0.5 :C اڤרؠ܋١ ूेؼؠ١ (أ) 2

:h(Ω,−3) ሒᆞ؇༲اܳٺ ؜ٴ؇رة ً؇ݿٺ༱ڎام
zC − zΩ = −3(zB − zΩ)

zC = −3

(

√
2 − i

√
2 −

√
2

2

)

+

√
2

2

= −3

(√
2

2
− i

√
2

)

+

√
2

2

= −3
√

2

2
+ 3i

√
2 +

√
2

2

= −
√

2 + 3i
√

2

ن 0.5 :D اڤרؠ܋١ ूेؼؠ١ (ب)
:R (O,−π

2

) اᄴᄟوران ؜ٴ؇رة ً؇ݿٺ༱ڎام
zD = e−i π

2 zB

= −i(
√

2 − i
√

2)

= −i
√

2 + i2
√

2

= −
√

2 − i
√

2

ن 0.5 اिऻ۠ץܙط): ෥ີاૃેר׿ (اո੡੊ॆूء اڤרؠոط ଄૵׭מڞ 3

ا୒ୖٷڎݿ٭۰: اࠍ੅ިاص আॻ༟ َأٺ݄ڎ اܳٺگݠ཯ྟ٭۰، ይዧگࡗࡲ ا࠯࠵࠾ިء دون ࢻࣖڢ۰ اܳٷگ؇ط ࡺ࢘ࢦټ٭ܭ
D و B و A اܳٷگ؇ط إذن .|zB| = |zD| = 2 أن ෠ຶڎ وً؇ৎ৊ټܭ .|zA| =

√

(
√

2)2 + (
√

2)2 = 2 ؇਍ಱᄴᄟ •
.R = 2 ڢޚݠ۱؇ وَݱژ O اৎ৊ٴڎأ ؇۱஼ணਵਦ มฆܳا (C) اᄴᄟا߉ߵة ሌᇿإ ᆇᅹ٭أ۳؇ ོྡྷٺ݄޶
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ا৙৑ول اৎ৊ٷݱژ ؕ݁ (C) اᄴᄟا߉ߵة ّگ؇ޗؕ َگޚ۰ ሒሃ A إذن .y = x ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොູگݑ A(
√

2,
√

2) إ༡ڎاਃು؇ت •
ا৙৑ول). ًؕීෂا ሒᇭ)

ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ٷݱژ ؕ݁ (C) اᄴᄟا߉ߵة ّگ؇ޗؕ َگޚ۰ ሒሃ B إذن .y = −x ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොູگݑ B(
√

2,−
√

2) إ༡ڎاਃು؇ت •
اෂීاًؕ). ًؕීෂا ሒᇭ)

اৎ৊ٷݱژ ؕ݁ (C) اᄴᄟا߉ߵة ّگ؇ޗؕ َگޚ۰ ሒሃ D إذن .y = x ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොູگݑ D(−
√

2,−
√

2) إ༡ڎاਃು؇ت •
اܳټ؇ܳت). ًؕීෂا ሒᇭ) ا৙৑ول

u⃗

v⃗

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

y = x

y = −x

√
2

√
2

−
√

2

−
√

2

A

B
D

O

ن 0.5 :ո٢જੴوׂءۻ ༓቞ቘۻץ١ اݾજ੻ᙬ঻ي တ࿮اڤ۾ 4

zC − zA

zD − zA
=

(−2
√

2 + 2i
√

2)

−2
√

2 − 2i
√

2
=

−1 + i

−1 − i
=

(−1 + i)2

2
=

−2i

2
= −i

.arg(−i) = −π

2
=⇒ (A⃗D, A⃗C) = −π

2
و | zC − zA

zD − zA
| = 1 =⇒ AC = AD ڣ؆ن −i ሒሃ اܳྡྷފٴ۰ أن ؇ஓ୾
.A ሒᇭ ඔ൹اܳފ؇ڢ و݁ྥފ؇وي ቕሶ؇ڢ ACD اৎ৊ټܹت إذن

ن 0.25 :ACED ᆃᅭոּൄളا ܈ץמ١֔ 5

݁ٺިازي ሒᇼ؇ًීෂ؇ڣ ݁ٺٷ؇ݬڰ؇ن، [AE] و [CD] દઊاܳگޚݠ ڣ؆ن I ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ A َޙଫଃة E و [CD] ݁ٷٺݱژ I أن ؇ஓ୾
.ًؕਵਦ ڣ۳ި ،(AC = AD) ل؇ن ݁ྥފ؇و ݁ٺ༶؇وران وݪܹأ؇ن (A) ۰ஓ୴؇ڢ ل۰ زاو ڣ٭۬ أن ؇ஓ୾و أݪఈఃع.

ن 0.25 :M اڤרؠոط ١ຐܙჸ૏ૉ 6

.arg(z − zΩ) =
π

8
+ kπ أي arg((z − zΩ)

2) =
π

4
+ 2kπ =⇒ 2 arg(z − zΩ) =

π

4
+ 2kπ

.m = tan(
π

8
) ᄩᄥو݁٭ Ω ً؇ݿྥټٷ؇ء Ω ૰૏݄ܭ اᄳᄟي اৎ৊ފٺگࡗࡲ ሒሃ ۰༟ި݄௵௯௫ا

m = tan
(π

8

) ᄩᄥو݁٭ Ω اܳٷگޚ۰ ً؇ݿྥټٷ؇ء Ω ૰૏݄ܭ اᄳᄟي اৎ৊ފٺگࡗࡲ ሒሃ M اܳٷگ؇ط ۰༟ިᆇ୞୘ إذن،
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4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ؼـــڞ
:gn اिऻۻຐո׿ة ႞႐اႥ႐ا درا١۰ (I

ن 0.5 :ոቌሕاજੴ֏ׂ وຖ׿ول gn ႞႐اႥ႐ا જੴ֏ׂ اո൑สه 1.R আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ඔආڢ؇ًܹ٭ ඔ൹داܳٺ ᆇ୞୘ިع ሒሃ gn(x) = nx + ex ًـ R আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ gn ᄭᄟاᄴᄟا
.g′n(x) = n + ex :ሒሃ اৎ৊ލٺگ۰ ،x ∈ R ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

ި۱ ً ؇݁؇ஓ஄ ඔ൹݁ިۏٴ દઊ݁گڎار ᆇ୞୘ިع ڣ؆ن ،(ex > 0) ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰ ا৙৑ݿ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا وأن (n ≥ 1 (أي n ∈ N∗ أن ؇ஓ୾
.ً؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص x.݁گڎار ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ g′n(x) > 0 إذن

.R আॻ༟ ً ոڲո଄૵ ڲચઁاࠥࡇة gn ᄭᄟاᄴᄟا اڤոֵոቌሻت:و݁ٷ۬، ؼۻոب
.( lim

x→−∞
nx = −∞ و lim

x→−∞
ex = 0 (৙৑ن lim

x→−∞
gn(x) = lim

x→−∞
(nx + ex) = −∞

. lim
x→+∞

gn(x) = lim
x→+∞

(nx + ex) = +∞

اڤ׫֏જੴات: ຖ׿ول
x

g′n(x)

gn(x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

ن 0.5 :αn ً وؼמ׿ا ً ୹୴ຒ ׂؠץڞ gn(x) = 0 ႞႐دո֔िऻا أن اڤո٢જ੻ن 2

.R আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ و଩ଐ݁اࢴࣖة ݁ފٺ݄ݠة gn ᄭᄟاᄴᄟا.]− ∞;+∞[ ا௯௫௵؇ل ሒሃ gn ᄭᄟاᄴᄟ؇ً ]− ∞;+∞[ ا௯௫௵؇ل ݬިرة
ሒᇭ αn ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ gn(x) = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا اৎ৊ٺިݿޚ۰، اܳگࡗࡲ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص ڣ؆َ۬ ،0 ∈]− ∞;+∞[ اܳأڎد أن ؇ஓ୾.R:−1 < αn < 0 أن ڲڷ gn:اڤ׫ٍؠۂ ᄭᄟاᄴᄟ؇ً −1 و 0 દઊاܳأڎد ݬިري ොຶ.gn(0)ފص = n(0) + e0 = 1 =⇒ gn(0) > 0

.gn(−1) = n(−1) + e−1 = −n +
1

e.−n +
1

e
< 0 =⇒ gn(−1) < 0 ڣ؆ن ،1

e
≈ 0.36 و n ≥ 1 أن ؇ஓ୾

.−1 < αn < 0 ڣ؆ن ،gn(−1)× gn(0) < 0 أن ؇ஓ୾
ن 0.25 :gn(x) إո۳رة ا༖۰ר׫ոج 3

x

gn(x)

−∞ αn +∞

− 0 +
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: fn ႞႐اႥ႐ا درا١۰ (II
ن 0.5 :෥ີاૃેר׿ જੴواڤ׫ءۻ −∞ ֍ר׿ ١ֵոቌሻاڤ ؼۻոب 1

. lim
x→−∞

fn(x) = lim
x→−∞

(x − 1)ex

n + ex
= lim

x→−∞

xex − ex

n + ex

. lim
x→−∞

ex = 0 و lim
x→−∞

xex = 0 أن اৎ৊گ؇رن ا଩ଐܳاࢴࣖ ݆݁ َأ޺޾
.n + 0 = n ሌᇿإ لޝول واৎ৊گ؇م 0 ሌᇿإ لޝول اܳྟފޔ أن ෠ຶڎ ً؇ܳٺأިلݥ

. lim
x→−∞

fn(x) =
0

n
= 0 إذن

.−∞ ෠ຳިار اܳڰިاݬܭ) ො੼ިر (و۱ި y = 0 ݁أ؇دܳٺ۬ ً أڣگ٭؇ ً ݁گ؇رً؇ ً ݁ފٺگ٭݄؇ لگٴܭ (Cn) ปฃۜٷৎ৊ا :෥ີاૃેר׿ જੴاڤ׫ءۻ
ن 0.25 :+∞ ֍ר׿ ١ֵոቌሻاڤ ؼۻոب أ- 2

.+∞

+∞
႟ၽاܳލ ݆݁ ඔ൹ّأ٭ ༟ڎم ᄭᄟ؇༡ ෠ຶڎ ๤ཇ؇ٴৎ৊ا لݥ اܳٺأި ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

اܳྟފޔ: ؕ݁ ଩ଐ༠ఈዳዧال اৎ৊گ؇م ݆݁ ݁ލଫଐك ܋أ؇݁ܭ ex ૭૙ٺۛݠج
. lim

x→+∞
fn(x) = lim

x→+∞

(x − 1)ex

ex
( n

ex
+ 1
) = lim

x→+∞

x − 1
n

ex
+ 1

.+∞

1
= +∞ ሌᇿإ ّޝول اዛዊܳ؇ل۰ ڣ؆ن ، lim

x→+∞

n

ex
= 0 أن ؇ஓ୾

ن 0.25 وا༖۰ेूר׫ոج: lim
x→+∞

[ fn(x)− (x − 1)] ١ֵոቌሻاڤ ؼۻոب ب-
اৎ৊گ؇݁؇ت: ਐಸިۋ٭ڎ َگިم

. fn(x)− (x − 1) =
(x − 1)ex

n + ex
− (x − 1)(n + ex)

n + ex
=

(x − 1)ex − n(x − 1)− (x − 1)ex

n + ex

.−n(x − 1)

n + ex
:؇਍ಱᄴᄟ ཯ྥٴࠔࠥ اৎ৊ٺأ؇܋ފ۰ اࠍ੆ڎود ا଩ଐ༠ال ًأڎ

اৎ৊گ؇م: ݆݁ ex و اܳྟފޔ ݆݁ x ً؇ݿٺۛݠاج +∞ ؜ٷڎ اዛዊܳ؇ل۰ ොຶފص
. lim

x→+∞

−nx

(

1 − 1

x

)

ex
( n

ex
+ 1
) = lim

x→+∞

−n

ex

x

×
1 − 1

x
n

ex
+ 1

.0 ሒሃ اዛዊܳ؇ل۰ إذن . −n

+∞
= 0 و݁ٷ۬ ، lim

x→+∞

ex

x
= +∞ أن َأ޺޾

.+∞ ෠ຳިار (Cn) ปฃۜٷగጻዧ ݁؇فܭ ݁گ؇رب ݁ފٺگࡗࡲ ި۱ y = x − 1 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ذو (∆) اৎ৊ފٺگࡗࡲ ا༖۰ेूר׫ոج:
ن 0.25 :(∆) واिऻۻ׫ؠ߈ߣ (Cn) ඌ൴ٍרஈኬቘ ඒ൱ۻ༓اڤ ֆۛاڤܙ درا١۰ ۏـ-
. fn(x)− (x − 1) =

−n(x − 1)

n + ex
اৎ৊ٺٴࠔࠫ: اܳڰݠق إނ؇رة ࢾࣖرس

.x ∈ R ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص n + ex اৎ৊گ؇م
.−(x − 1) = −x + 1 اܳگިس إނ؇رة ً وොູڎࢴࣖا اܳྟފޔ إނ؇رة আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ๤ཏاܳـܝ إނ؇رة ڣ؆ن n > 0 أن ؇ஓ୾
ݿ؇ܳٴ؇ً. اৎ৊گڎار لܝިن x > 1 أ༥ܭ و݆݁ ݁ިۏٴ؇ً، اৎ৊گڎار لܝިن x < 1 أ༥ܭ ݆݁ .x = 1 ؜ٷڎ اܳڰݠق ਍ಱأڎم
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x

f (x)− (∆)

اڤܙۛ֔מ١

−∞

+

(∆) ڣިق (C f )

1

0

(∆) لگޚؕ (C f )ሒᇭ A(1; f (1))

−

(∆) ොູب (C f )

+∞

ن 0.5 : f ′n(x) =
ex · gn(x)

(n + ex)2
أن ༐໭מոن أ- 3

ۋ٭ت: R আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ fn ᄭᄟاᄴᄟا
f ′n(x) =

[ex + (x − 1)ex] (n + ex)− ex(x − 1)ex

(n + ex)2

=
xex(n + ex)− (x − 1)e2x

(n + ex)2

=
nxex + xe2x − xe2x + e2x

(n + ex)2

=
nxex + e2x

(n + ex)2
=

ex(nx + ex)

(n + ex)2

ڣ؆ن: gn(x) = nx + ex أن ؇ஓ୾و
f ′n(x) =

ex · gn(x)

(n + ex)2

ن 0.5 :ոቌሕاજੴ֏ׂ وຖ׿ول fn ႞႐اႥ႐ا જੴ֏ׂ اո൑สه ا༖۰ר׫ոج ب-
.(n + ex)2 > 0 واৎ৊گ؇م ex > 0 اৎ৊گڎار ،x ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ

.gn(x) اৎ৊ފ؇༟ڎة ᄭᄟاᄴᄟا إނ؇رة َڰݴ ሒሃ f ′n(x) اৎ৊ލٺگ۰ إނ؇رة ]∞+;αn[.و݁ٷ۬ আॻ༟ و݁ިۏٴ۰ ]− ∞; αn[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݿ؇ܳٴ۰ gn(x) (I)، اࠍ੊ݞء ۋފص
.[αn;+∞[ আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ و଩ଐ݁اࢴࣖة ]− ∞; αn] আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ fn ᄭᄟاᄴᄟا إذن،

x

f ′n(x)

fn(x)

−∞ αn +∞

− 0 +

00

fn(αn)fn(αn)

+∞+∞

ن 0.25 : fn(αn) = αn أن അ೪מ༐໭ 4

.eαn = −nαn أي: nαn + eαn = 0 و݁ٷ۬ gn(αn) = 0 ؇਍ಱᄴᄟ

2026 © E²_MEZROUH ✍ 27/11 here Click ✍

https://www.facebook.com/profile.php?id=61582810711380
https://t.me/+nf3Ch5AEhG4zNWI0
https://www.threads.com/@e2_mezrouh
https://www.instagram.com/e2_mezrouh/
https://www.tiktok.com/@professor_mezrouh
https://www.youtube.com/@E2_MEZROUH


෠ຶڎ: ᄭᄟاᄴᄟا ؜ٴ؇رة ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ
fn(αn) =

(αn − 1)eαn

n + eαn

=
(αn − 1)(−nαn)

n − nαn

=
−nαn(αn − 1)

n(1 − αn)

=
−nαn(αn − 1)

−n(αn − 1)

:ሒሃ ۰ਃಮ؇ዛዊܳا ۰༶اܳٷྥ٭ إذن
fn(αn) = αn

ن 0.5 :(Cn+1) و (Cn) അ೪רٍרמஈኬቘ ඒ൱ۻ༓اڤ ֆۛاڤܙ درا١۰ 5

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ fn+1(x)− fn(x) اܳڰݠق إނ؇رة ࢾࣖرس
fn+1(x)− fn(x) =

(x − 1)ex

n + 1 + ex
− (x − 1)ex

n + ex

= (x − 1)ex

[

(n + ex)− (n + 1 + ex)

(n + 1 + ex)(n + ex)

]

=
−(x − 1)ex

(n + 1 + ex)(n + ex)

.−(x − 1) إނ؇رة ݆݁ اܳڰݠق إނ؇رة ڣ؆ن ،ً؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰ واৎ৊گ؇݁؇ت ex > 0 أن ؇ஓ୾

x

f (x)− (Cn+1)

اڤܙۛ֔מ١

−∞

+

(Cn+1) ڣިق (C f )

1

0

(Cn+1) لگޚؕ (C f )ሒᇭ A(1; f (1))

−

(Cn+1) ොູب (C f )

+∞

ن 1 :(C3) و (C2) ،(C1) ،(∆) إո੡੊ء 6

واৎ৊گ؇رب. اܳڰިاݬܭ ො੼ިر ؕ݁ اܳٺگ؇ޗؕ َگޚ۰ ؇ዛኡ৙৑ (1, 0) اܳٷگޚ۰ ሒᇭ ଫଐ૰૜ك اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ᆇᅹ٭ؕ :྾ངݠይዧ ఈః݁ۋޙ؇ت
. fn(αn) = αn ৙৑ن y = x గጻዧފٺگࡗࡲ ོྡྷٺ݄޶ ปฃۜ݁ٷ ႟ၽܳ اᄳᄟروة
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x

y

0 1

1

∆

(C1)

(C2)
(C3)

واिऻ׫׫ոڤמոت: اڤ׫ပ࿮ڲ࣬ࣽ اݾষۻոب (III
ن 0.5 ոּڤ׫ّۏ١ֲ: ႞႖ڲပ࿮िऻا ۰ոּ׫ຢ׿ام I اڤ׫ပ࿮ڲڞ ؼۻոب 1.v′(x) = ex =⇒ v(x) = ex و u(x) = x − 1 =⇒ u′(x) = 1 َݯؕ:

෠ຶڎ: ً؇ܳٺ۠ݞف۰ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ڢ؇َިن ਐಸޚٴ٭ݑ
I =

∫ 0

−1
(x − 1)exdx

= [(x − 1)ex]0−1 −
∫ 0

−1
exdx

= [(x − 1)ex]0−1 − [ex]0−1

=
(

−1 + 2e−1
)

−
(

1 − e−1
)

:ሒሃ ۰ਃಮ؇ዛዊܳا ۰༶اܳٷྥ٭ إذن
I =

3

e
− 2

ن 0.25 :x ∈ [−1; 0] တ྾ أຖڞ ڲڷ ෕໒ষاݾ ༐໭מոن 2

.−1 ≤ x ≤ 0 ؇਍ಱᄴᄟ x ∈ [−1; 0] ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
.e−1 ≤ ex ≤ e0 =⇒ 1

e
≤ ex ≤ 1 :ً؇݁؇ஓ஄ ا଩ଐৎ৊اࢴࣖة ا৙৑ݿ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا ࿓؆د༠؇ل

.n +
1

e
≤ n + ex ≤ n + 1 ఋዳዧޗݠاف: n ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد َݯ٭ژ

.n < n + ex ≤ n + 1 ّݱٴں: ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا إذن .n < n +
1

e
ڣ؆ن 1

e
> 0 أن ؇ஓ୾

ا྘ོଫଐܳص: ا෠ູ؇ه وَأܝݴ َگܹص ،ً؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰ ا৙৑ޗݠاف أن ؇ஓ୾
. 1

n + 1
≤ 1

n + ex
<

1

n
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.(x − 1)ex اৎ৊گڎار ሒᇭ ا৙৑ޗݠاف ᆇᅹ٭ؕ ๤ཟَب ا৚৑ن
ݿ؇ܳص. (x − 1)ex اৎ৊گڎار إذن .ex > 0 و ݿ؇ܳص)، (أي x − 1 ≤ −1 < 0 ڣ؆ن x ∈ [−1; 0] أن ؇ஓ୾

:আॻ༟ ܳٷۜݱܭ أරඝى ਵਦة ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ا෠ູ؇۱؇ت ّگُܹص ݿ؇ܳص، ༟ڎد ሒᇭ ا๤ཟܳب ؜ٷڎ
.(x − 1)ex

n
≤ (x − 1)ex

n + ex
≤ (x − 1)ex

n + 1.(x − 1)ex

n
≤ fn(x) ≤ (x − 1)ex

n + 1
اৎ৊ޚߺࠊب: و۱ި

ن 0.25 :ոቌሾᘝոቌሒ وؼۻոب (un) اिऻ׫׫ոڤמ١ ׂؠոرب ༐໭מոن 3.[−1; 0] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊ڰأިل ݿ؇ري اܳފ؇ًݑ ๤ཡ੆اࠍ ؇਍ಱᄴᄟ
:(༃ဒاଫଐܳا আॻ༟ ොຬُ؇ڣޓ اࠍ੆ڎود ߙߵ྘ོص ڣ؆ن −1 < 0 أن ؇ஓ୾) 0 ሌᇿإ −1 ݆݁ ا௱௯௫ڎود اܳٺႤၽ݁ܭ ਲ਼ਦر ࢾ༠ࣖܭ

.∫ 0

−1

(x − 1)ex

n
dx ≤

∫ 0

−1
fn(x)dx ≤

∫ 0

−1

(x − 1)ex

n + 1
dx

෠ຶڎ: اܳٺႤၽ݁ܭ ݆݁ 1/(n + 1) و 1/n ೑ಸاܳټިا ً؇ݿٺۛݠاج
.1

n

∫ 0

−1
(x − 1)exdx ≤ un ≤ 1

n + 1

∫ 0

−1
(x − 1)exdx

෠ຶڎ: ا৙৑ول، اܳފޝال ሒᇭ اৎ৊ڍ܋ިر I َڰފ۬ ި۱ اৎ৊ٺٴࠔࠫ اܳٺႤၽ݁ܭ أن ؇ஓ୾
. I

n
≤ un ≤ I

n + 1:n → +∞ ؜ٷڎ݁؇ ๤ཡ੆اࠍ ሒᇭޗݠ ዛኡ؇ل؇ت ොຶފص
. lim

n→+∞

I

n + 1
= 0 و lim

n→+∞

I

n
= 0

. lim
n→+∞

un = 0 :ሒሃ ؇ዛውᚬ؇ዛኡو ݁ٺگ؇ر۰ً اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ๤ཡ੆اࠍ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص
:Vn ا୦ୠଡ଼ڵܙع درا١۰ 4

ن 0.25 :∫ k+2

k+1

1

t
dt ≤ 1

k + 1
أن ༐໭מոن أ-

.t ∈ [k + 1; k + 2] و k ∈ N∗ ܳ٭ܝ݆
.1

t
≤ 1

k + 1
෠ຶڎ اৎ৊ިۏٴ۰ ا৙৑ޗݠاف ًگܹص .t ≥ k + 1 ؇਍ಱᄴᄟ ا௯௫௵؇ل ݆݁

:k + 2 ሌᇿإ k + 1 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
.∫ k+2

k+1

1

t
dt ≤

∫ k+2

k+1

1

k + 1
dt =⇒

∫ k+2

k+1

1

t
dt ≤ 1

k + 1
[t]k+2

k+1

.∫ k+2

k+1

1

t
dt ≤ 1

k + 1
(k + 2 − (k + 1)) =⇒

∫ k+2

k+1

1

t
dt ≤ 1

k + 1
× 1

ن 0.25 ا୦ୠଡ଼ڵܙع: ١ཚৌاજઁڲ ا༖۰ר׫ոج ب-
:n ሌᇿإ k = 1 ݆݁ ఋዳዧޗݠاف ا௯௫௵݄ިع َ؊༠ڍ

. n

∑
k=1

(

∫ k+2

k+1

1

t
dt

)

≤
n

∑
k=1

1

k + اৎ৊ٺأ؇ڢٴ1:۰ اܳٺఈః݁Ⴄၽت ᆇ୞୘ިع আॻ༟ ނ؇ل ఈః༟ڢ۰ ਐಸޚٴ٭ݑ
.∫ 3

2

1

t
dt +

∫ 4

3

1

t
dt + · · ·+

∫ n+2

n+1

1

t
dt =

∫ n+2

2

1

t
dt

.∫ n+2

2

1

t
dt = [ln(t)]n+2

2 = ln(n + 2)− ln 2 اৎ৊ٺٴࠔࠫ: اܳٺႤၽ݁ܭ ۱ڍا ොຶފص
. n

∑
k=1

1

k + 1
≥ ln(n + 2)− ln 2 اৎ৊ޚߺࠊب: ሌᇿإ َݱܭ ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ྘ོଫଐًص
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ن 0.25 :Vn ا୦ୠଡ଼ڵܙع ١ֵոቌሒ ا༖۰ר׫ոج ۏـ-
.uk ≤

I

k + 1
أن أཿྟٺٷ؇ (3) اܳފޝال ݆݁

.Vn ≤ I
n

∑
k=1

1

k + 1
෠ຶڎ: n ሌᇿإ 1 ݆݁ ا৙৑ޗݠاف ؕᆇ໶ໜ

.ln(n + 2)− ln 2 ૭૏؇وي أو ݆݁ ଫଊأ܋ ا௯௫௵݄ިع أن (ب) اܳڰݠع ݆݁ َأ޺޾
.( 3

2.71
≈ 1.1 < 2 (৙৑ن ݿ؇ܳص ݁گڎار ި۱ I =

3

e
− 2 ೑ಸ؇اܳټ ۱ٷ؇: ا༡ڍر وܳـܝ݆،

وّݱٴں: ؇۳۱؇෠ູا ਍ಱأܝݴ ،I اܳފ؇ܳص اܳأڎد ሒᇭ
(

n

∑
k=1

1

k + 1
≥ ln(n + 2)− ln 2

)

۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ๤ཚب ؜ٷڎ
.I n

∑
k=1

1

k + 1
≤ I (ln(n + 2)− ln 2)

.Vn ≤ I (ln(n + 2)− ln 2) :ሒᇿ؇اܳٺ اܳٺأڎي আॻ༟ ౫౜రݱܭ ،ሒᇿ؇ܳٺ؇ً
. lim

n→+∞
(ln(n + 2)− ln 2) = +∞ :ଫଊ܋৙৑ا اܳޚݠف ዛኡ؇ل۰ ොຶފص

ݿ؇ܳٴ۰. ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ لأޚ޶ اৎ৊ިۏٴ۰ اዛኡ৖৑؇ৎ৊؇ل۰ ሒᇭ ݿ؇ܳص ༟ڎد ༥ڎاء ڣ؆ن ،I < 0 ೑ಸ؇اܳټ أن ؇ஓ୾و
−∞ ሒሃ ا௯௫௵݄ިع ዛኡ؇ل۰ إذن،

ا৙৑ول اৎ৊ިݪިع ปᘟውᚶإ
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ᆃᄴոاڤ׭ اिऻܙۛܙع
1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ؼـــڞ

:n ႞႐ेूࠬࡇ ֍ץոرات ༯ີؓܙا درا١۰ (I
ن 0.25 :7 ༯ເֵؠ dn أن ༐໭מոن أ) 1

.Bn ྾ཏلگ dn و An ྾ཏلگ dn إذن ،dn = PGCD(An; Bn) ؇਍ಱᄴᄟ.Bn − An :؇݄ዛዊ྘ྲྀ اܳڰݠق ྾ཏلگ dn و݁ٷ۬
.Bn − An = (2n2 + 3n + 5)− (2n2 + 3n − 2) = 7.dn ྾ཏلگ 7 إذن،

ن 0.5 :An ֍ץոرة ڲڷ اڤ׫ٍؠۂ اৎ৊أޚ؇ة:ب) اܳأٴ؇رة ๤དྷྡྷྲྀ
(n + 2)(2n − 1) = 2n2 − n + 4n − 2 = 2n2 + 3n − 2

.An = (n + 2)(2n − 1) إذن: .An ܳأٴ؇رة ݁ޚ؇ًگ۰ ሒሃو
ن 0.25 :dn = 7 ֵڎܙن ඌ൷ؼ n ؓ߈ߣ ا༖۰ר׫ոج ج)

.dn ∈ {1; 7} ڣ؆ن ،ሒᇿأو ༟ڎد 7 أن ؇ஓ୾.Bn ≡ 0[7] و An ≡ 0[7] Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا dn = 7 لܝިن
.An ≡ 0[7] Ⴄ၍ن إذا ً ؇ਃಮ؇ّܹگ ො੼ُگݑ Bn ≡ 0[7] ๤ཇط ڣ؆ن ،Bn = An + 7 أن ؇ஓ୾.An ≡ 0[7] ⇐⇒ (n + 2)(2n − 1) ≡ 0[7].2n − 1 ≡ 0[7] أو n + 2 ≡ 0[7] إ݁؇ ،ሒᇿأو 7 أن ؇ஓ୾.n + 2 ≡ 0[7] =⇒ n ≡ 5[7] :1 ᄭᄟ؇੆2.اࠍn − 1 ≡ 0[7] =⇒ 2n ≡ 1 ≡ 8[7] =⇒ n ≡ 4[7] :2 ᄭᄟ؇੆اࠍ.(k ∈ N) n = 7k + 5 أو n = 7k + 4 أ༥ܭ ݆݁ dn = 7 إذن،

ن 0.25 :n ႞႐ेूࠬࡇ mn ֍ڷ જੴاڤ׫֔ץ 2

.mn × dn = An × Bn =⇒ mn =
An × Bn

dn
أن: َأ޺޾

:(dn = 7 ပ྾ن (إذا ᅽᅰوॊूا ႞႐ոষاݾ
mn =

(2n2 + 3n − 2)(2n2 + 3n + 5)

7 :(dn = 1 ပ྾ن (إذا ١ॴబոاڤ׭ ႞႐ոষاݾ
mn = (2n2 + 3n − 2)(2n2 + 3n + 5)

PPCM: و PGCD ႞႖ჸც (II
ن 0.25 :273 ༯ເֵؠ d أن ༐໭מոن 1
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.(a′ ∧ b′ = 1) ؇݄ዛዊ྘ྲྀ ڣ٭݄؇ أوܳ٭؇ن b′ و a′ ۋ٭ت m = d × a′ × b′ ؇਍ಱᄴᄟ.da′b′ − 3d = 273 =⇒ d(a′b′ − 3) = 273 اܳأఈఃڢ۰: ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
.d ྾ཏلگ 273 ڣ؆ن ොේ٭ں، ༟ڎد (a′b′ − 3) أن ؇ஓ୾

ن 0.25 :d ᆃᅰوॊूا ቞ቘ֔׿د اिऻڵڎר١ اڤؠ߈ߣ 2

.273 = 3 × 7 × 13 أوܳ٭۰: ؜ިا݁ܭ ༥ڎاء ሌᇿإ 273 اܳأڎد ጵ጑ොຶ
.3, 7, 13 ሒሃ 273 ይዧأڎد ا৙৑وܳ٭۰ ྾ངاܳگިا

.{3; 7; 13} :ሒሃ d ይዧأڎد اৎ৊݄ܝٷ۰ اܳگࡗࡲ إذن
:d = 7 ႞႐ոষاݾ درا١۰ 3

ن 0.25 :xy = 42 أن ༐໭מոن أ)
ؕ݁ b = 7y و a = 7x ۋ٭ت x, y ޗٴ٭أ٭؇ن ༟ڎدان ل༥ިڎ ڣ؆َ۬ ،d = PGCD(a; b) = 7 أن ؇ஓ୾.PGCD(x; y) = 1.x < y ڣ؆ن a < b أن ؇ஓ୾

.7(xy − 3) = 273 =⇒ xy − 3 =
273

7
= 39 ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ

ن 0.5 اिऻڵڎר١: (a; b) اڤ׭רոॴటոت ا༖۰ר׫ոج ب) .xy = 42 إذن
.PGCD(x; y) = 1 و ،x < y ،xy = 42 ۋ٭ت (x; y) اܳټٷ؇ਃಮ؇ت ؜݆ ,౫ౖర.1ت 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42 :ሒሃ 42 ྾ངڢިا

.(6; 7) ،(3; 14) ،(2; 21) ،(1; 42) :ሒሃ (x; y) ᄭᄟިگٴৎ৊ا ;a):اܳټٷ؇ਃಮ؇ت b) اܳټٷ؇ਃಮ؇ت আॻ༟ ොຶݱܭ d = 7 ሒᇭ ۰ਃಮ؇਍ು ႟၍ ๤ཟًب
ن 0.25 :(A4; B4) ١ॴటոاڤ׭ר ڲڷ اڤ׫ٍؠۂ ج) .(7; 294) ، (14; 147) ، (21; 98) ، (42; 49)

:n = 4 أ༥ܭ ݆݁.A4 = 2(4)2 + 3(4)− 2 = 32 + 12 − 2 = 42.B4 = 2(4)2 + 3(4) + 5 = 32 + 12 + 5 = 49

اܳފ؇ًݑ. اܳފޝال ሒᇭ ۰༶ފྥٷٺৎ৊ا اܳټٷ؇ਃಮ؇ت إ༡ڎى ً ఈఃڣأ ሒሃو ،(A4; B4) = (42; 49) أن ఈఃَۋޓ
واिऻܙاؔؠոت: اႥ႐ֵܙ༖໪ոؔמ١ اո֔िऻدूेت (III

ن 0.5 :Z2 ᆃᅞ (E) : 7x − 6y = 1 ႞႐دո֔िऻا ຒڞ 1.7x − 6y = 1 =⇒ 7x ≡ 1[6] ؇਍ಱᄴᄟ.1x ≡ 1[6] ّݱٴں: اৎ৊ިاڣگ۰ ڣ؆ن ،7 ≡ 1[6] أن ؇ஓ୾.(k ∈ Z (ۋ٭ت x = 6k + 1 إذن:
෠ຶڎ: ا৙৑ݬܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި

7(6k + 1)− 6y = 1

42k + 7 − 6y = 1

6y = 42k + 6

y =
42k + 6

6
= 7k + 1

:ሒሃ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ إذن،
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S = {(6k + 1; 7k + 1) | k ∈ Z}

ن 0.25 :(E) ႞႐دո֔िऻոּ اूेرոॻయط أ) 2.(x ∈ N (ۋ٭ت N ≡ 3[7] =⇒ N = 7x + 3 ؇਍ಱᄴᄟ.(y ∈ N (ۋ٭ت N ≡ 4[6] =⇒ N = 6y + 4 ؇਍ಱᄴᄟو:ඔ൹ّاܳأٴ؇ر ඔ൹ً ً؇ৎ৊ފ؇واة
7x + 3 = 6y + 4

7x − 6y = 4 − 3

7x − 6y = 1

.(E) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ሒሃ (x; y) ۰ਃಮ؇اܳټٷ إذن .(E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ً؇ܳݯٴޔ ሒሃو
ن 0.25 :N ≡ 10[42] أن ا༖۰ר׫ոج ب)

.(k ∈ Z (ۋ٭ت x = 6k + 1 أن ً ݿ؇ًگ؇ و༥ڎَ؇ ڣگڎ ،(E) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ (x; y) ۰ਃಮ؇اܳټٷ أن ؇ஓ୾:N ؜ٴ؇رة ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ
N = 7(6k + 1) + 3

N = 42k + 7 + 3

N = 42k + 10

.N ≡ 10[42] أن: ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬
ن 0.25 :N ୘কاڤ܋ץמ اڤ֔׿د അ೪ׂ֔מ 3

.B4 = 49 و A4 = 42 :؇਍ಱᄴᄟ 3-ج)، (اܳފޝال ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੊ݞء ݆݁
ොຳ٭ت: q ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد وۏިد มฃلأ و۱ڍا ،N ≡ 10[42] أن و༥ڎَ؇ اܳފ؇ًݑ اܳފޝال ݆݁

N = 42q + 10

N ይዧأڎد ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ ً ڣأܹ٭؇ ஓُټܭ ஄ اܳأٴ؇رة ۱ڍه ڣ؆ن ،(10 < 42) 42 ྾ང؇اܳگ ݆݁ ً ؇݁؇ஓ஄ أݬ؞ݠ 10 ሒᇬ؇اܳٴ أن ؇ஓ୾
اܳگފ۰݄. ༡؇ݬܭ ި۱ q لܝިن و ،(A4 আॻ༟ (أي 42 আॻ༟.B4 − 1 ި۱ اܳگފ۰݄ ༡؇ݬܭ اܳފޝال، ݁أޚ٭؇ت ۋފص

q = B4 − 1

q = 49 − 1 = 48

:N اܳأڎد ܳٷ༶ڎ q ڢ٭۰݄ َأިض
N = 42(48) + 10

N = 2016 + 10

:ި۱ اৎ৊ޚߺࠊب اܳأڎد إذن،
N = 2026
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2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ؼـــڞ
ن 1 :−1 ≤ un ≤ −1

2
أن ࣷ࣬ຐ ֆاـજઁڤոּ اڤո٢જ੻ن 1

.un+1 = f (un) ۋ٭ت f (x) = (x + 1)ex − 1 ᄭᄟاᄴᄟا َأݠفّ
.ً؇݁؇ஓ஄ ො੼گگ۰ −1 ≤ −1

2
≤ −1

2
و݁ٷ۬ ،u0 = −1

2
؇਍ಱᄴᄟ n = 0 أ༥ܭ ݆݁ :ֆاـજઁاڤ أո۰س

ألݯ؇ً. ۰༲٭ොේ −1 ≤ un+1 ≤ −1

2
أن ݆۱ଫଊَو ،۰༲٭ොේ −1 ≤ un ≤ −1

2
أن َڰݠض :ֆاـજઁاڤ ػ܋ܙة

.ً؇݁؇ஓ஄ ଩ଐ݁اࢴࣖة f ᄭᄟاᄴᄟوا f ′(x) > 0 ڣ؆ن ،x ∈ [−1,− 1
2 ] أن ؇ஓ୾ . f ′(x) = (x + 2)ex اৎ৊ލٺگ۰: ොຶފص

.−1 ≤ un ≤ −1

2
=⇒ f (−1) ≤ f (un) ≤ f (−1

2
) :؇਍ಱᄴᄟ اଫଐܳاۏؕ ڣݠݪ٭۰ ݆݁

. f (−1

2
) =

1

2
√

e
− 1 و f (−1) = −1 ෠ຶڎ ً؇ࠍ੆ފ؇ب

.−1 ≤ un+1 ≤ −1

2
ڣ؆ن: 1

2
√

e
− 1 < −1

2
أن ؇ஓ୾

.−1 ≤ un ≤ −1

2
:n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ڣ؆َ۬ اଫଐܳاۏؕ، ݁ٴڎأ ۋފص إذن

ن 0.5 :(un) اिऻ׫׫ոڤמ١ જੴ֏ׂ اո൑สه وا༖۰ר׫ոج (x + 1)(ex − 1) إո۳رة درا١۰ 2

x

x + 1

ex − 1

(x + 1)(ex − 1)

−∞ −1 0 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +

ن 0.5 :(un) اिऻ׫׫ոڤמ١ જੴ֏ׂ un+1.اո൑สه − un = (un + 1)(eun − 1) اܳڰݠق: ොຶފص
.(0 و −1 ඔ൹ً) ً ݿ؇ܳٴ؇ اࠍ੊ڎاء ڣ٭۬ لܝިن اᄳᄟي ا௯௫௵؇ل ሒᇭ لگؕ un ڣ؆ن ،un ∈ [−1,− 1

2 ] أن ؇ஓ୾
.ً؇݁؇ஓ஄ ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ (un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ و݁ٷ۬ un+1 − un ≤ 0 إذن

ن 0.5 :ոቌሾᘝոቌሒ وؼۻոب (un) اिऻ׫׫ոڤמ١ ׂؠոرب 3

݁ٺگ؇رًــ۰. ڣ۳޶ −1 ً؇ܳأڎد ا৙৑ݿڰܭ ݆݁ وො੼ڎودة ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ (un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ؇ஓ୾
.ℓ = 0 أو ℓ = −1 ሒሃ اৎ৊݄ܝٷ۰ اࠍ੆ߺࠊل .(ℓ+ 1)(eℓ − 1) = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොູگݑ ℓ ؇ዛውᚬ؇ዛኡ

.ℓ = −1 ሒሃ ᄭᄟިگٴৎ৊ا اዛዊܳ؇ل۰ ڣ؆ن un ≤ −1

2
أن ؇ஓ୾

:١ֵոቌሻاڤ وا༖۰ר׫ոج اજઁिऻاཚৌ׫ոن 4

ن 0.25 :ᅽᅰوॊूا ١ཚৌاજઁिऻ1.ا + un+1 = (1 + un)eun ؇਍ಱᄴᄟ
.eun ≤ e−1/2 =

1√
e
ڣ؆ن un ≤ −1

2
أن ؇ஓ୾

.1 + un+1 ≤ 1√
e
(1 + un) ෠ຶڎ: 1 + un ≥ 0 و৙৑ن

2026 © E²_MEZROUH ✍ 27/19 here Click ✍

https://www.facebook.com/profile.php?id=61582810711380
https://t.me/+nf3Ch5AEhG4zNWI0
https://www.threads.com/@e2_mezrouh
https://www.instagram.com/e2_mezrouh/
https://www.tiktok.com/@professor_mezrouh
https://www.youtube.com/@E2_MEZROUH


ن 0.25 :١ॴబոاڤ׭ ١ཚৌاજઁिऻا
܈ۑف: ᅽᅰإ ً ոؔ܈ۑ وոּڤ෕໐ب n ܳـ ݁ٺٺ؇ًأ۰ ڢࡗࡲ أ༥ܭ ݆݁ اܳފ؇ًگ۰ ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا َܝٺص

1 + u1 ≤ 1√
e
(1 + u0)

1 + u2 ≤ 1√
e
(1 + u1)

. . .

1 + un ≤ 1√
e
(1 + un−1)

.1 + un ≤
(

1√
e

)n

(1 + u0) ෠ຶڎ: اৎ৊ྥފܹފܭ ا଩ଐ༠৖৑ال ًأڎ
.1 + un ≤ e−n/2

2
ڣ؆ن: 1 + u0 =

1

2
أن ؇ஓ୾

ن 0.25 :١ֵոቌሻاڤ ا༖۰ר׫ոج
.limn→+∞(1 + un) = 0 ෠ຶڎ ๤ཡ੆اࠍ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص ڣ؆َ۬ limn→+∞

e−n/2

2
= 0 أن ؇ஓ୾.limn→+∞ un = −1 و݁ٷ۬:

ن 0.75 :Sn = ln(2un + 2) أن ༐໭מոن 5

.uk = ln(1 + uk+1)− ln(1 + uk) ڣ؆ن euk =
1 + uk+1

1 + uk
أن ؇ஓ୾

لݥ: ً؇ܳٺأި لأޚ޶ Sn = u0 + u1 + · · ·+ un−1 Sn.ا௯௫௵݄ިع = [ln(1 + u1)− ln(1 + u0)] + [ln(1 + u2)− ln(1 + u1)] + · · ·+ [ln(1 + un)− ln(1 + un−1)]:؇ܳٷ ཯ྥٴࠔࠥ ሒᇿ؇ٺٺৎ৊ا اચઁຑेूال ఈఃஓ୾.Snۋޙ۰ = ln(1 + un)− ln(1 + u0).− ln(1
2) = ln(2) ڣ؆ن u0 = −1

2
=⇒ 1 + u0 =

1

2
أن ؇ஓ୾

.Sn = ln(2un + 2) أي: Sn = ln(1 + un) + ln(2) إذن

3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ؼـــڞ
ن 1 C ᆃᅞ ႞႖०ग़॑ا ຒڞ اॊूول: β:اݾ঻ۏء و α ඔ൹ܳި۳௵௯௫ا ذات اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ؇਍ಱᄴᄟ






α + β = 2
√

2 . . . (1)

α − β = −2i
√

6 . . . (2)

وਵਦاڣݑ َڰފ۬ اܳأڎد ި۱ اৎ৊ݠاڣݑ ਵਦاڣݑ أن ༠؇ݬ٭۰ واݿٺأ݄؇ل ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ਵਦاڣݑ ࿓؆د༠؇ل .(2) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ਐಸྟފ٭ޔ ෠ຶڎ:ਊ಻ڎأ اৎ৊ݠاڣگ؇ت ᆇ୞୘ިع ި۱ ا௯௫௵݄ިع
.α − β = −2i

√
6 =⇒ α − β = 2i

√
6 . . . (3)

෠ຶڎ: ܳޚݠف ً ޗݠڣ؇ (3) و (1) ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ؕᆇ໶ໜ
.(α + β) + (α − β) = 2

√
2 + 2i

√
6 =⇒ 2α = 2

√
2 + 2i

√
6:ሌᇿو৙৑ا ۰༶اܳٷྥ٭ ෠ຶڎ 2 আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ًگފ۰݄

α =
√

2 + i
√

6
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෠ຶڎ: (1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ α ڢ٭۰݄ ਐಸ.√2أިلݥ + i
√

6 + β = 2
√

2 =⇒ β = 2
√

2 −
√

2 − i
√

6:ሒሃ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰༶اܳٷྥ٭ إذن
β =

√
2 − i

√
6

واिऻ׫׫ոڤמոت اिऻۑټץ١ اຐॊू׿اد درا١۰ :ᆃᄴոاڤ׭ ZC.اݾ঻ۏء =
√

2 + i
√

2 ، ZB =
√

2 − i
√

6 ، ZA =
√

2 + i
√

6 ا྘ོଫଐܳص: আॻ༟ ܳިاۋگ۳؇ มฆܳا C و B ،A اܳٷگޔ ଫଊَأٺ
ن 0.5 :෥ີॊूا တ࿮اڤ۾ ࣷ࣬ຐ ZC و ZA ١ּոफः 1

.|ZA| =
√

(
√

2)2 + (
√

6)2 =
√

2 + 6 =
√

8 = 2
√

2 ᄭᄥل اܳޚި ොຶފص :ZA ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰
.sin θA =

√
6

2
√

2
=

√
3

2
و cos θA =

√
2

2
√

2
=

1

2
ොູگݑ: ۋ٭ت θA اܳأ݄ڎة ؜݆ ౫ౖరت

θA =
π

3
+ 2kπ =⇒ إذن

ZA = 2
√

2ei π
3

.|ZC| =
√

(
√

2)2 + (
√

2)2 =
√

2 + 2 =
√

4 = 2 ᄭᄥل اܳޚި ොຶފص :ZC ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰
.sin θC =

√
2

2
و cos θC =

√
2

2
ොູگݑ: ۋ٭ت θC اܳأ݄ڎة ؜݆ ౫ౖరت

θC =
π

4
+ 2kπ =⇒ إذن

ZC = 2ei π
4

ن 0.5 :෥ີॊूوا اݾજ੻ᙬ঻ي അ೪࿠࿮اڤ۾ ࣷ࣬ຐ ZA

ZC
اڤ༓ۻץ١ ١ּոफः 2

:෥ີॊूا တ࿮اڤ۾
.ZA

ZC
=

2
√

2ei π
3

2ei π
4

=
√

2ei(π
3 −π

4 ) ෠ຶڎ ๴ང৙৑ا ႟ၽاܳލ ۊިاص ਐಸޚٴ٭ݑ
إذن:

ZA

ZC
=

√
2ei π

12

اݾજ੻ᙬ঻ي: တ࿮اڤ۾
.ZA

ZC
=

√
2 + i

√
6√

2 + i
√

2
؇਍ಱᄴᄟ

෠ຶڎ: √
2 − i

√
2 و۱ި اৎ৊گ؇م ਵਦاڣݑ ሒᇭ واৎ৊گ؇م اܳྟފޔ ๤ཟَب

.ZA

ZC
=

(
√

2 + i
√

6)(
√

2 − i
√

2)

(
√

2)2 + (
√

2)2
=

2 − i
√

4 + i
√

12 − i2
√

12

4

෠ຶڎ: √
12 = 2

√
3 و i2 = −1 أن ؇ஓ୾

.ZA

ZC
=

2 − 2i + 2i
√

3 + 2
√

3

4
=

2 + 2
√

3

4
+ i

2
√

3 − 2

෠ຶڎ:4 2 আॻ༟ ً؇଩ଐ༠৖৑ال
ZA

ZC
=

1 +
√

3

2
+ i

√
3 − 1

2
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ن 0.5 :sin
π

12
و cos

π

12
ڤـ اिऻ۠ץܙ܈١ اڤؠ߈ߣ ا༖۰ר׫ոج 3

.ZA

ZC
=

√
2
(

cos
π

12
+ i sin

π

12

) ይዧྡྷފٴ۰: มจܹټৎ৊ا ႟ၽاܳލ ૭૙ྥٷٺھ ๴ང৙৑ا ႟ၽاܳލ ݆݁
෠ຶڎ: มจܹټৎ৊وا اࠍଫଊ᛻੊ي ඔ൹ၯၽލይዧ ঌॻواܳٺۛ٭ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ દઊݞأ੊اࠍ ඔ൹ً ً؇ৎ৊ޚ؇ًگ۰
.√2 cos

π

12
=

1 +
√

3

2
=⇒ cos

π

12
=

1 +
√

3

2
√

2
=

√
2 +

√
6

4

.√2 sin
π

12
=

√
3 − 1

2
=⇒ sin

π

12
=

√
3 − 1

2
√

2
=

√
6 −

√
2

4 إذن:
cos

π

12
=

√
6 +

√
2

4
, sin

π

12
=

√
6 −

√
2

4

ن 0.5 :Γ اڤרؠ܅ ١ຐܙჸ૏ૉ അ೪ׂ֔מ 4

.arg

(

z − ZA

z − ZB

)

= π + 2kπ ا๤དྷܳط ؇਍ಱᄴᄟ
.(−→MB,

−−→
MA) = π + 2kπ :ඔ൹༟؇اܳލأ ඔ൹ً اৎ৊ިۏ۰۳ ل۰ اෑෂاو ሌᇿإ ۱ٷڎݿ٭؇ لଫଐۏܾ ا๤དྷܳط ۱ڍا

ا෠ູ৖৑؇ه. ሒᇭ و݁ٺأ؇܋ފ؇ن ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ؇ن −→MB و −−→
MA ඔ൹༟؇اܳލأ أن มฃلأ ۱ڍا

.B و A ޗݠڣ؇۱؇ มฆܳا ۰༡ިڰٺৎ৊ا اৎ৊ފٺگ٭۰݄ اܳگޚأ۰ ሌᇿإ ོྡྷٺ݄޶ M اܳٷگޚ۰ ሒᇿ؇إذن:وً؇ܳٺ
B و A ඔ൹اܳٷگޚٺ ً؇ݿྥټٷ؇ء [AB] اৎ৊ފٺگ٭۰݄ اܳگޚأ۰ ሒሃ Γ

:(un)n∈N اिऻ׫׫ոڤמ١ درا١۰ 5

ن 0.5 :(ᆃᄏႤ႐ا (اݾষڞ ؼؠמޅޜ un أن إոॻలت (أ)
.ZA = ZB و݁ٷ۬ ZB = ZA ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ZB =

√
2 − i

√
6 و ZA =

√
2 + i

√
6 أن ఈఃَۋޓ

.Z = Z Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ۋگ٭گ٭؇ لܝިن Z اৎ৊ݠ܋ص اܳأڎد أن َأ޺޾
.un = Zn

A + Zn
B :un اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ਵਦاڣݑ ොຶ.unފص = (ZA)

n + (ZB)
n = Zn

B + Zn
A = un ෠ຶڎ: اৎ৊ݠاڣݑ ۊިاص ݆݁

ڣ؆ن: un = un أن ؇ஓ୾
n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ un ∈ R

ن 0.5 :un ֍ץոرة അ೪מ༐໭ (ب)
.Zn

A = (2
√

2)nei nπ
3 = 2

3n
2

(

cos
nπ

3
+ i sin

nπ

3

) :؇਍ಱᄴᄟ ݁ިاڣݠ" "دي دݿٺިر ً؇ݿٺ༱ڎام
.Zn

B = 2
3n
2

(

cos
nπ

3
− i sin

nπ

3

) ڣ؆ن: ZB = ZA أن ؇ஓ୾و
.un = 2

3n
2

(

2 cos
nπ

3

) و෠ຶڎ: ঌॻاܳٺۛ٭ اࠍ੊ݞء ଩ଐ᛻ෛຬل ඔ൹ّاܳأٴ؇ر ؕᆇ໶ໜ
෠ຶڎ: 2

3n
2 × 21 = 2

3n+2
2 اܳگިى ๤ཟًب

un = 2
3n+2

2 cos
(nπ

3

)
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ن 0.5 اڤજઁاـ֔מ١: ١ؓ୹୴֔اڤ ࣷ࣬ຐ اڤո٢જ੻ن (ج)
.P = ZA × ZB = 8 واࠍ੊ڎاء S = ZA + ZB = 2

√
2 ا௯௫௵݄ިع ؇਍ಱᄴᄟ.Z2 − SZ + P = 0 =⇒ Z2 − 2

√
2Z + 8 = 0 :۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ఈః༡ ؇ᆇᆅ ZB و ZA إذن

.Z2
A − 2

√
2ZA + 8 = 0 ොຬگݑ: ڣ؆َ۬ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ZA أن ؇ஓ୾.Zn+2

A − 2
√

2Zn+1
A + 8Zn

A = 0 . . . (∗) ෠ຶڎ: Zn
A ሒᇭ اৎ৊ފ؇واة ሒᇭޗݠ ๤ཟً.Zn+2ب

B − 2
√

2Zn+1
B + 8Zn

B = 0 . . . (∗∗) ෠ຶڎ: ZB ܳـ لگ۰ اܳޚݠ ෠ຶڎ:و਍ಸڰݴ ݁ލଫଐك ܋أ؇݁ܭ اৎ৊أ؇ఈః݁ت واݿٺۛݠاج ܳޚݠف ޗݠڣ؇ (∗∗) و (∗) ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ؕᆇ໶ໜ
.(Zn+2

A + Zn+2
B )− 2

√
2(Zn+1

A + Zn+1
B ) + 8(Zn

A + Zn
B) = 0:ሐᇭႤၽل ؇݁ و۱ި

un+2 − 2
√

2un+1 + 8un = 0

ن 0.5 :un+6 = 512un ١ؓ୹୴֔اڤ ࣷ࣬ຐ اڤո٢જ੻ن (د)
.Z6

A =
(

2
3
2

)6
ei(6×π

3 ) = 29ei2π ෠ຶڎ ๴ང৙৑ا ႟ၽاܳލ ݆݁ :Z6
A ৖৑أو ොຶފص

.Z6
A = 512 ڣ؆ن 29 = 512 و ei2π = 1 أن ؇ஓ୾.Zn+6

A = Zn
A × Z6

A = 512Zn
A :႟ၽاܳލ আॻ༟ Zn+6

A ا৚৑ن َܝٺص
.(Z6

B = Z6
A = 512 = 512 (৙৑ن Zn+6

B = 512Zn
B ෠ຶڎ لگ۰ اܳޚݠ un+6.و਍ಸڰݴ = Zn+6

A + Zn+6
B = 512Zn

A + 512Zn
B = 512(Zn

A + Zn
B) ෠ຶڎ ؕ৵৩ৠ؇ً:إذن

un+6 = 512un

4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ؼـــڞ
ပ࿮ঁ఩ڲڞ: ڲ֔ۑ١ؔ ႞႐دا (I

ن 0.75 اिऻ۾׫ؠ١: وؼۻոب ا۳ेू׫ؠոق ոּؓڪמ١ 1

.]0;+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة t 7→ ln t

t2
ᄭᄟاᄴᄟا

.x = 1 ؜ٷڎ ਍ಾأڎم มฆܳوا ᄭᄟاᄴᄟا ୒ୖڍه ا৙৑ݬܹ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا ሒሃ f (x) =
∫ x

1

ln t

t2
dt ً؇ܳٺႤၽ݁ܭ اৎ৊أݠڣ۰ f ᄭᄟاᄴᄟا إذن،

:ሒሃ ؇ዛውو݁ލٺگ ]0;+∞[ আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ f ᄭᄟاᄴᄟا و݁ٷ۬،
f ′(x) =

ln x

x2

ن 0.5 :જੴ֏اڤ׫ واո൑สه f ′(x) إո۳رة 2

.ln x إނ؇رة ݆݁ f ′(x) إނ؇رة إذن ،ً؇݁؇ஓ஄ x2 > 0 اৎ৊گ؇م ،x ∈]0;+∞[ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
.x = 1 ሐᇭႤၽل ln x = 0 ؇਍ಱᄴᄟ.x ∈]1;+∞[ أ༥ܭ ݆݁ ln x > 0 و x ∈]0; 1[ أ༥ܭ ݆݁ ln x < 0

.[1;+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ و଩ଐ݁اࢴࣖة ]0; 1] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ f ᄭᄟاᄴᄟا ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ن 0.75 ոּڤ׫ّۏ١ֲ: ႞႖ڲပ࿮िऻا ۰ոּ׫ຢ׿ام اڤո٢જ੻ن 3

.v′(t) = 1

t2
=⇒ v(t) = −1

t
و u(t) = ln t =⇒ u′(t) =

1

t
َݯؕ:
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ً؇ܳٺ۠ݞف۰: ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ڢ؇َިن ਐಸޚٴ٭ݑ
∫ x

1

ln t

t2
dt =

[

− ln t

t

]x

1

−
∫ x

1

(

1

t

)(

−1

t

)

dt

= − ln x

x
+
∫ x

1

1

t2
dt

= − ln x

x
+

[

−1

t

]x

1

= − ln x

x
− 1

x
+ 1

= 1 − 1 + ln x

x

. f (x) = 1 − 1 + ln x

x
:x ∈]0;+∞[ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ إذن،

: f ႞႐اႥ႐ا درا١۰ (II
ن 0.5 :෥ີاૃેר׿ જੴواڤ׫ءۻ 0 ֍ר׿ ١ֵոቌሻاڤ ؼۻոب 1

lim
x

>−→0

f (x) = lim
x

>−→0

(

1 − 1 + ln x

x

)

= lim
x

>−→0

(

1 − 1

x
− ln x

x

)

= +∞

َ؇ڢݧ). ࿓؆ނ؇رة ݁ފٴިڢ۰ lim
x

>−→0

ln x

x
= −∞ (৙৑ن

.(C f ) ปฃۜٷగጻዧ ᆇᅦިدي ݁گ؇رب ݁ފٺگࡗࡲ ި۱ اଫଐܳا྘ོص) (ො੼ިر x = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ذو اৎ৊ފٺگࡗࡲ :෥ີاૃેר׿ જੴاڤ׫ءۻ
ن 0.5 اॊूؔޅޜ: اिऻؠոرب وا༖۰ר׫ոج +∞ ֍ר׿ ١ֵոቌሻاڤ ؼۻոب 2

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(

1 − 1

x
− ln x

x

)

= 1

.( lim
x→+∞

ln x

x
= 0 اৎ৊گ؇رن ا଩ଐܳاࢴࣖ (ۋފص

.+∞ ෠ຳިار y = 1 ݁أ؇دܳٺ۬ (∆) ً أڣگ٭؇ ً ݁گ؇رً؇ ً ݁ފٺگ٭݄؇ لگٴܭ (C f ) ปฃۜٷৎ৊ا ا༖۰ेूר׫ոج:
ن 0.5 اڤ׫֏જੴات: وຖ׿ول f (1) ؼۻոب 3

. f (1) = 1 − 1 + ln 1

1
= 1 − 1 = 0

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞ +∞

00

11
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ن 0.5 : f (x) إո۳رة ا༖۰ר׫ոج 4.x = 1 ؜ٷڎ 0 ؇ዛው݄ڢ٭ ݬ؞ݠى ༡ڎل۰ ڢ٭۰݄ ّگٴܭ ᄭᄟاᄴᄟا اܳٺ؞ଫଃات، ༥ڎول ݆݁
. f (x) ≥ 0 ؇਍ಱᄴᄟ x ∈]0;+∞[ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ و݁ٷ۬

x

f (x)

0 1 +∞

+ 0 +

ن 0.5 :(∆) واिऻۻ׫ؠ߈ߣ (C f ) ඌ൴ٍרஈኬቘ ඒ൱ۻ༓اڤ ֆۛاڤܙ درا١۰ 5

: f (x)− 1 اܳڰݠق إނ؇رة ࢾࣖرس
f (x)− 1 = 1 − 1 + ln x

x
− 1 =

−(1 + ln x)

x

.−(1 + ln x) إނ؇رة ݆݁ اܳڰݠق إނ؇رة ڣ؆ن x > 0 أن ؇ஓ୾
؜ٷڎ݁؇: ౫౜దگݑ و۱ڍا ، f (x)− 1 > 0 أي ݁ިۏص، اܳڰݠق أن َڰݠض

x < e−1 ⇐= ln x < −1 ⇐= 1 + ln x < 0 ⇐= −(1 + ln x) > 0

.]e−1;+∞[ ا௯௫௵؇ل ሒᇭ وොູٺ۬ ]0; e−1[ ا௯௫௵؇ل ሒᇭ اৎ৊گ؇رب ڣިق ปฃۜٷৎ৊ا لܝިن و༟ܹ٭۬،

x

f (x)− (∆)

اڤܙۛ֔מ١

0

+

(∆) ڣިق (C f )

e−1

0

(∆) لگޚؕ (C f )ሒᇭ A(e−1; f (e−1))

−

(∆) ොູب (C f )

+∞

ن 1 ྾ངීෂا 6
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x

y

0 1

1
∆ : y = 1

(C f )

e−1

:h(x) = f (ln x) দগټץ١ ႞႐دا درا١۰ (III
ن 0.5 :જੴ֏اڤ׫ اո൑สه ودرا١۰ h′(x) اिऻ۾׫ؠ١ ؼۻոب 1:ሒሃ ؇ዛውو݁ލٺگ ]1;+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ h ᄭᄟاᄴᄟا

h′(x) = (ln x)′ · f ′(ln x) =
1

x
f ′(ln x)

.ً؇݁؇ஓ஄ 1

x
> 0 ڣ؆ن x ∈]1;+∞[ أن ؇ஓ୾. f ′(ln x) إނ؇رة َڰݴ ݆݁ ሒሃ h′(x) إނ؇رة إذن،

:X = ln x ۋ٭ت f ′(X) إނ؇رة َأ޺޾ ا৙৑ول)، اࠍ੊ݞء ሒᇭ) f ᄭᄟاᄴᄟا دراݿ۰ ݆݁
. f ′(X) = 0 ⇐⇒ X = 1 =⇒ ln x = 1 =⇒ x = e •

. f ′(X) < 0 ⇐⇒ 0 < X < 1 =⇒ 0 < ln x < 1 =⇒ 1 < x < e •
. f ′(X) > 0 ⇐⇒ X > 1 =⇒ ln x > 1 =⇒ x > e •

.[e;+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ոڲո଄૵ وڲચઁاࠥࡇة ]1; e] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ոڲո଄૵ ١ۢؓոڲ׫ר h ᄭᄟاᄴᄟا و݁ٷ۬،
ن 0.5 اڤոֵոቌሻت: ؼۻոب 2

.(X = ln x (ًިݪؕ lim
x

>−→1

h(x) = lim
X

>−→0

f (X) = +∞ •
.(X = ln x (ًިݪؕ lim

x→+∞
h(x) = lim

X→+∞
f (X) = 1 •

ن 0.5 :h ႞႐اႥ႐ا ׂ֏જੴات ຖ׿ول 3.h(e) = f (ln e) = f (1) = 0 اܳݱ؞ݠى اࠍ੆ڎل۰ اܳگ٭۰݄ ؇਍ಱᄴᄟ
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x

h′(x)

h(x)

1 e +∞

− 0 +

+∞

00

11

ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ިݪިع ปᘟውᚶإ
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