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د و30 سا 03: المدة الرȂاضॻات : مادة في إختॺار

: التاليين الموضوعين أحد ǻختار أن المترشح على
: الأوّل الموضوع
✞

✝

☎

✆

نقاط) 04) الأول: التمرȂن
(

z2 + 2 + 2i
√
3
) (

z2 + 2z + 4
)

= 0 التالية: z المجهول ذات المعادلة C المركبة الأعداد مجموعة في حل (I
الترتيب: على لواحقها المستوي من نقط D و C ،B ،A نعتبر ،(O; u⃗, v⃗) ومتجانس متعامد معلم الى المنسوب المستوي في (II

zD = −zB و zc = −zA ، zB = zA ، zA = −1 + i
√
3

.ABC المثلث طبيعة استنتج ثم الأسي الشكل على zA − zB

zC − zB
اكتب ا) (1

قطرها. ونصف مركزا تعيين يطلب التي الدائرة نفس الى تنتمي D و C ، B ، A النقط أن بين ب)
.ABCD الرباعي طبيعة استنتج ج)

arg
(

(1 + i
√
3)z + 4

)

=
π

3
+ kπ تحقق: التي z اللاحقة ذات المستوي من M النقط مجموعة عين (2

α المركب العدد وعمدة طويلة عين .
(

zA

α

)

=
√
2ei

5π

12 حيث: مركب عدد α ا) (3

sin
(

5π

12

)

و cos
(

5π

12

)

من لكل المضبوطة القيمة استنتج ثم zA

α
الجبري الشكل على اكتب ب)

نقاط) 04) الثاني: التمرȂن






ln(U0) + ln(U1) + ln(U2) = 3 ln(3)
eU2−U0 = e−8

التالية: المعادلتين جملة تحقق تماماً، موجبة وحدودها q أساسها هندسية متتالية (Un)

.(Un) للمتتالية q والأساس U0 عيّن ثم ،U1 = 3 أن بيّن (1
.Un = 9

(

1

3

)n

،n طبيعي عدد كل أجل من أنه تحقق (2

Wn = Vn+
3

2
Un و Vn = U0+U1+· · ·+Un يلي: كما n طبيعي عدد كل أجل من المعرفتين (Wn) و (Vn) المتتاليتين نعتبر (3

تماماً. متناقصة (Wn) المتتالية أن بيّن ثم (Vn) المتتالية تغير اتجاه ادرس ا)
متجاورتان. (Wn) و (Vn) المتتاليتين أن استنتج ثم ، lim

n→∞

(Wn − Vn) احسب ب)
(Wn) و (Vn) كل نهاية عين ثم n بدلالة Vn اكتب ج)

Pn = (W0 − V0)× (W1 − V1)× · · · × (Wn − Vn) حيث: n بدلالة Pn احسب (4

نقاط) 05) الثالث: التمرȂن

واحد آن وفي عشوائياً اللاعب يسحب اللمس. عند بينها التمييز يمكن لا سوداء، كرية n و بيضاوين كريتين على كيس يحتوي (I
بيضاوين». كريتين سحب «اللاعب :A2 الحدث ونعتبر الكيس، من كريتين

.P (A2) =
1

15
هو A2 الحدث احتمال يكون بحيث n قيمة حدد
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.n = 4 نضع يلي، مما كل في (II
التالية: الأحداث ونعتبر الكيس من كريتين واحد آن في اللاعب يسحب (1

بيضاوين». كريتين «سحب :A2 بيضاء». وكرية سوداء كرية «سحب :A1 سوداوين». كريتين «سحب :A0

.A1 و A0 الأحداث احتمال احسب ا)
مسحوبة. سوداء كرية لكل ونقطتين مسحوبة، بيضاء كرية لكل نقاط ثلاث اللاعب يسجل السحب، هذا خلال ب)

المسجلة. النقاط عدد يمثل الذي العشوائي المتغير X ليكن
.E(X) الرياضياتي الأمل احسب ثم X العشوائي للمتغير الاحتمال قانون عين

ثم ،( تعاد لا المسحوبة البيضاء الكريات ) الكيس، إلى فقط المسحوبة السوداء الكريات اللاعب يعيد الأول، السحب هذا بعد (2
واحد. آن في كريتين نسحب

.i ∈ {0, 1, 2} حيث الثاني» السحب في بيضاء كرية i على «الحصول الحدث: Bi ليكن
في بيضاويين كريتين سحب أنه علما بيضاء كرية اي اللاعب يسحب الا احتمال PA2

(B0) الشرطي الاحتمال احسب ا)
.P (B0 ∩ A2) استنتج ثم الأول. السحب

.P (B0) =
41

75
أن استنتج .P (B0 ∩ A0) و P (B0 ∩ A1) الطريقة بنفس احسب ب)

نقاط) 07) الراǺع: التمرȂن
.f(x) = 2(x− 1) ln(x)− x2 + 2x− 3 يلي: بما ]0,+∞[ على المعرفة f العددية الدالة نعتبر

.(2cm (الوحدة: (O; i⃗, j⃗) ومتجانس متعامد لمعلم منسوب مستوي في البياني تمثيلها (Cf ) وليكن

lim
x→+∞

f(x) = −∞ أن بين ا) (1
للنتيجة. هندسياً تفسيرا أعط ثم lim

x
>−→0

f(x) احسب ب)

.f ′(x) = −2x+ 4− 2

x
+ 2 ln(x) ،]0,+∞[ المجال من x حقيقي عدد كل أجل من أنه: بين ج)

−1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

α
βf ′(α)

O
i⃗

j⃗

x

y المقابل: (Cf ′) المشتقة الدالة منحنى على اعتمادا (2

.]0,+∞[ المجال على f ′ الدالة إشارة حدد ا)
.f الدالة تغيرات جدول استنتج ب)

.f ′′ الثانية المشتقة إشارة جدول اعط ج)
الانعطاف. نقطة يقبل (Cf ) أن بين د)

.α لـ المضبوطة القيمة استنتج ثم f ′′(x) = −2(x2 − x− 1)

x2
،x > 0 كل أجل من أنه: بين (3

0.19 < x0 < 0.2 حيث: x0 فاصلتها وحيدة نقطة في الفواصل محور حامل يقطع (Cf ) المنحنى أن بين (4
.(f(α) ≈ −1.78 و f(β) ≈ −1.5 (نأخذ (Cf ) المنحنى أنشئ (5

البياني. تمثيلها (Cg) .g(x) = |f(x)| بـ: ]0; +∞[ على المعرفة g الدالة نعتبر (6
السابق. المعلم نفس في (Cg) ارسم (ا)

g(x) = m المعادلة: حلول عدد m الحقيقي الوسيط قيم حسب بيانيا ناقش (ب)
1 عند تنعدم التي x 7−→ 2(x− 1) lnx للدالة: الأصلية الدالة عين بالتجزئة، المكاملة باستعمال (ا) (7

معادلاتها: التي والمستقيمات (Cf ) بالمنحنى المحدد المستوي الحيز مساحة S المربع بالسنتيمتر احسب (ب)
.x = e و x = 1 ،y = 0

الأول الموضوع إنتهى
✞

✝

☎

✆
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: الثّاني الموضوع
☛

✡

✟

✠

نقاط) 04) الأول: التمرȂن
f(x) =

1 + x2

2x
بـ: I = [1; 2] المجال على المعرفة f الدالة نعتبر (I

.I المجال على تماما متزايدة f الدالة أن بين •

Un+1 =
1 + U2

n

2Un
:n طبيعي عدد كل أجل من و U0 = 2 بـ المعرفة (Un) العددية المتتالية نعتبر (II

.1 ≤ Un ≤ 2 فإن: ،n طبيعي عدد كل أجل من أنه بالتراجع برهن (ا) (1
متناقصة. (Un) المتتالية أن بيّن (ب)

.l نهايتها احسب ثم متقاربة، (Un) المتتالية أن بيّن (ج)
.Un+1 − 1 ≤ 1

2
(Un − 1) ،n طبيعي عدد كل أجل من أنه بيّن (ا) (2

.(Un) المتتالية نهاية احسب ثم .Un − 1 ≤
(

1

2

)n

:n طبيعي عدد كل أجل من أنه استنتج (ب)

.Vn =
1

Un
،n طبيعي عدد كل أجل من المعرفة (Vn) المتتالية نعتبر (3

متجاورتان. (Vn) و (Un) المتتاليتين أن بيّن
و Sn = U0 + U1 + · · ·+ Un نضع: ،n طبيعي عدد كل أجل من (4

.n+ 1 ≤ Sn ≤ n+ 3− 1

2n
:n طبيعي عدد كل أجل من أنه بيّن (ا)

نقاط) 05) الثاني: التمرȂن
.P (z) = z3 − 2z2 + 16 بـ: C على المعرف P الحدود كثير نعتبر

.P (z) = (z + 2)(z2 + az + b) بحيث: b و a الحقيقيين العددين عين ثم P (−2) احسب: (1 (I
.P (z) = 0 المعادلة C في حل (2

لواحقها: C و B ، A النقط نعتبر (O; u⃗, v⃗) ومتجانس متعامد معلم إلى المنسوب المركب المستوي في (II
.zC = 2− 2i و zB = 2 + 2i ، zA = 4

L(z) =
z − zC

z − zB
،z 6= 2 + 2i حيث: L(z) المركب العدد نعتبر (1

الأسي. ثم الجبري الشكل على zω = L(6 + 2i) و L(zA) من كل اكتب ا)
.ABC المثلث طبيعة استنتج ب)

.arg(iz−2−2i)+arg(z̄−2+2i) = 0+2kπ تحقق التي z اللاحقة ذات المستوي من M النقط مجموعة Γ عين (2
.vn = |zn| و zn = (zω)

2n−2 حيث: zn اللاحقة ذات Mn معدوم، غير n طبيعي عدد كل أجل من من نعتبر (3
.2 اساسها يطلب هندسية متتالية (vn) أن بين ثم v1 احسب ا)

.S = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |z2026| المجموع احسب ب)

نقاط) 04) الثالث: التمرȂن
ويحتوي 0 ،3 ،3 بـ: مرقمة خضراء كريات وثلاث 0 ،2 ،3 ،3 بـ: مرقمة حمراء كريات أربع على U1 صندوق يحتوي

. 0 ،3 بـ: مرقمة خضراوين وكريتين 2 ،3 ،3 بـ: مرقمة حمراء كريات ثلاث على U2 صندوق
الحالات وفي إرجاع، دون التوالي على كرتين U1 الصندوق من نسحب مرتان الوجه ظهر فإذا مرتين، متوازنة نقدية قطعة نرمي

الإرجاع. مع التوالي على كرتين U2 الصندوق من نسحب الأخرى

المادة ??أساتذة من 3 بالتوفيقصفحة
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: التالية الأحداث إحتمال احسب (ا) (1
اللون". نفس من المسحوبتان "الكريتان :A •

الرقم". نفس تحمل المسحوبتان "الكريتان :B •
المسحوبتين". الكريتين في الأقل على مرة الأحمر اللون "ظهور :C •

علل. مستقلان؟ B و A الحدثان هل (ب)
؟ U1 الصندوق من مسحوبتان تكونا أن إحتمال ما مختلفين، لونين من المسحوبتين الكريتين أن علماً (ج)

العشوائي المتغير نعتبر واحد. آن في كريات ثلاث منه ونسحب شفاف، غير كيس في U2 و U1 الصندوقين كريات كل نضع (2
الظاهرة. الأعداد بين من الأكبر العدد سحب عملية بكل يرفق الذي

P (X = 3) =
21

22
أن: بيّن ثم ، X العشوائي المتغير قيم عين (ا)

الرياضياتي. أمله أحسب ثم إحتماله، قانون عيّن (ب)

نقاط) 07) الراǺع: التمرȂن
(I

.h(x) = ex − x يلي: كما R على المعرفة الدالة h (1
.ex − x > 0 ، x حقيقي عدد كل أجل من أنه استنتج ثم h الدالة تغير إتجاه أدرس •

−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2

−2

−1

1

2

3

α
O

i⃗

j⃗

x

y

(Cg) ، g(x) = e2x+(1−x2)ex−1 بـ: R على المعرفة الدالة g (2
المقابل. الشكل في موضح هو كما البياني تمثيلها

، الفواصل محور حامل مع (Cg) تقاطع نقطة فاصلة α لتكن (ا)
.−0.41 < α < −0.40 أن تحقق •

.R على g(x) إشارة x الحقيقي العدد قيم حسب استنتج (ب)

f(x) =
xex − 1

ex − x
: يلي كما R على المعرفة الدالة f (II

.(O; i⃗, j⃗) والمتجانس المتعامد المعلم إلى المنسوب المستوي في البياني تمثيلها (Cf )

هندسياً. النتيجة فسر ثم lim
x→−∞

f(x) و lim
x→+∞

f(x) أحسب (1
.+∞ عند (Cf ) للمنحنى مائل مقارب y = x المعادلة ذو (∆) المستقيم أن بين (ا) (2

.(∆) للمستقيم بالنسبة (Cf ) وضعية ادرس (ب)
.f ′(x) = g(x)

(ex − x)2
، x حقيقي عدد كل أجل من أنه بين (ا) (3

تغيراتها. جدول وشكل f الدالة تغير اتجاه استنتج (ب)
0.56 < β < 0.57 أن: تحقق ثم [0; +∞[ المجال على β وحيدا حلا تقبل f(x) = 0 المعادلة أن بين (4

.(f(α) ≈ −1.18 (نأخذ: .(Cf ) و (∆) من كلاً انشئ (5
. البياني تمثيلها (CQ) ، Q(x) =

xex − ex

ex − x
: يلي كما R على المعرفة الدالة Q (6

.(CQ) لـ بالنسبة (Cf ) وضعية ادرس (ا)
.x = 1 و x = −1 معادلتاهما اللذين والمستقيمين (CQ) ، (Cf ) بالمنحنى المحدد المستوي الحيز مساحة أحسب (ب)

الثاني الموضوع إنتهى
✞

✝

☎

✆
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ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ݁؇دة ሒᇭ 2026 ݁؇ي دورة ॷॖदݠ෠ູ ܳٴ؇ك ݁گଫଐح ّݱۜ٭ں
෠ູݠ཯ྟ٭۰ ༟ߺࠊم 3 اৎ৊ފٺިى: ا৙৑ول اৎ৊ިݪިع ሒᇆఈః݁گ ༡ܹࡗࡲ ا৙৑ݿٺ؇ذ:

اॊूول: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
:႞႐دո֔िऻا C اिऻۑټץ١ اຐॊू׿اد ١ຐܙჸ૏ૉ ᆃᅞ ຒڞ (I

(z2 + 2z + 4)(z2 + 2 + 2i
?
3) = 0

ሌᇭႤၽّء ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
"

z2 + 2 + 2i
?
3 = 0 ¨ ¨ ¨ (1) إ݁؇

z2 + 2z + 4 = 0 ¨ ¨ ¨ (2) أو
݁أٷ؇ه: z2 = ´2 ´ 2i

?
3 ෠ຶڎ: (1) ݆݁

$

&

%

x2 + y2 = 4 ¨ ¨ ¨ (3)
x2 ´ y2 = ´2 ¨ ¨ ¨ (4)
2xy = ´2

?
3 ¨ ¨ ¨ (5)

y =
?
3 أو y = ´

?
3 ෠ຶڎ: (5) ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ .x = ´1 أو x = 1 ݁أٷ؇ه 2x2 = 2 ෠ຶڎ: (4) و (3) ؕᆇ໶ໜ
z1 = 1 ´ i

?
3 و z2 = ´z1 = ´1 + i

?
3 :؇ᆇᆅ (1) ܳـ: ਃಸأ٭؇ن ଫଐܳا اࠍ੊ڍران ∆.و݁ٷ۬ = 22 ´ 4(4) = ´12 = (2i

?
3)2 ෠ຶڎ: (2) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁

.z3 = ´1 + i
?
3 و z4 = ´1 ´ i

?
3 :؇ᆇᆅ اࠍ੊ڍران

S = t´1 ´ i
?
3 ; ´1 + i

?
3 ; 1 ´ i

?
3 ; ´1 + i

?
3u :ሒሃ اࠍ੆ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ إذن

.zD = ´zB = 1 + i
?
3 ،zC = ´zA = 1 ´ i

?
3 ،zB = zA = ´1 ´ i

?
3 ،zA = ´1 + i

?
3 :؇਍ಱᄴᄟ (II

:෥ີॊूا တ࿮اڤ۾ ࣷ࣬ຐ zA´zB
zC´zB

اڤ༓ۻץ١ ١ּոफः ا) 01

zA ´ zB

zC ´ zB
=

(´1 + i
?
3) ´ (´1 ´ i

?
3)

(1 ´ i
?
3) ´ (´1 ´ i

?
3)

=
2i

?
3

2
= i

?
3 =

?
3ei

π
2

:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ ✔

$

’

&

’

%

AB

BC
=

?
3

(ÝÝÑ
BC;

ÝÝÑ
BA

)

=
π

2
[2π] ݁أٷ؇ه

$

’

’

&

’

’

%

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zA ´ zB

zC ´ zB

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=
?
3

arg
(

zA ´ zB

zC ´ zB

)

=
π

2
[2π] أن: ؇ஓ୾.B ሒᇭ ቕሶ؇ڢ ABC اৎ৊ټܹت ڣ؆ن

اႥ႐اܺݦة: ڤרءۥ ༓໭׫ڵܧ اڤרؠ܅ أن ༐໭מոن ب)
؇۱஼ணਵਦ มฆܳا اᄴᄟا߉ߵة ሌᇿإ ོྡྷٺ݄޶ D و C ، B ، A اܳٷگޔ ڣ؆ن |zA| = |zB| = |zC | = |zD| = 2 أن: ఈఃَۋޓ

.r = 2 ڢޚݠ۱؇ وَݱژ O(0, 0)
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:ABCD ᆃᅭոּൄളا ܈ץמ١֔ ਍ಱᄴᄟ؇:ج)
zB ´ zA = ´1 ´ i

?
3 + 1 ´ i

?
3 = ´2i

?
3 و

zC ´ zD = 1 ´ i
?
3 ´ 1 ´ i

?
3 = ´2i

?
3

أݪఈఃع. ݁ٺިازي ABCD ሒᇼ؇ًීෂا و݁ٷ۬ ÝÝÑ
AB =

ÝÝÑ
DC أي zB ´ zA = zC ´ zD ݿٴݑ:݁أٷ؇ه ؇ᆙᆘ ؇਍ಱᄴᄟو

#

AB ‰ BC
(ÝÝÑ
BC;

ÝÝÑ
BA

)

=
π

2
[2π]

݁ފٺޚ٭ܭ. ABCD ሒᇼ؇ًීෂا ݁ٺأ؇݁ڎદઊ).و݁ٷ۬ ଫଃ༚و ل؇ن، ݁ྥފ؇و ݁ٺٷ؇ݬڰ؇ن، (ڢޚݠاه ݁ފٺޚ٭ܭ :١ॴబոׅ ֵؠ١ ܈ۑ
:M اڤרؠ܅ ١ຐܙჸ૏ૉ അ೪ׂ֔מ 02

݁أٷ؇ه: arg((1 + i
?
3)z + 4) =

π

3
+ kπ :؇਍ಱᄴᄟ

arg
(

(1 + i
?
3)(z + (1 ´ i

?
3))
)

= arg
(

(1 + i
?
3)(z ´ (´zC)

)

݁أٷ؇ه:
arg(1 + i

?
3) + arg(z ´ zA) =

π

3
+ kπ

݁أٷ؇ه
π

3
+ arg(z ´ zA) =

π

3
+ kπ

.(C (ً؇ݿྥټٷ؇ء اܳڰިاݬܭ ො੼ިر ࠍ੆؇݁ܭ و݁ިازٍ A ૰૏݄ܭ اᄳᄟي اৎ৊ފٺگࡗࡲ ሒሃ ۰༟ި݄௵௯௫ا .arg(z ´ zA) = kπ و݁ٷ۬
:α وჸთ׿ة ႞႖ֵ ܈ܙ ا) 03

$

’

&

’

%

|α| = |zA|?
2

=
?
2

arg(α) = arg(zA) ´ 5π

12
=

2π

3
´ 5π

12
= ´π

4

݁أٷ؇ه: α =
zA

?
2ei

5π
12

݁أٷ؇ه zA

α
=

?
2ei

5π
12 :؇਍ಱᄴᄟ

اिऻ۠ץܙ܈١: اڤؠ߈ߣ ا༖۰ר׫ոج ب)
zA

α
اࠍଫଊ᛻੊ي: ႟ၽاܳލ আॻ༟ َܝٺص

zA

α
=

´1 +
?
3

1 ´ i
=

´1 ´
?
3

2
+ i

?
3 ´ 1

2 ܳـ: มจܹټৎ৊ا ႟ၽاܳލ ؇਍ಱᄴᄟو
zA

α
=

?
2

(

cos
(

5π

12

)

+ i sin
(

5π

12

))

෠ຶڎ: ً؇ৎ৊ޚ؇ًگ۰
$

’

’

&

’

’

%

cos
(

5π

12

)

= ´
?
6 +

?
2

4

sin
(

5π

12

)

=

?
6 ´

?
2

4

:ᆃᄴոاڤ׭ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
:ᄭᄥ৵৩ৠا ොູگݑ ۋ٭ت ،ً؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰ و༡ڎود۱؇ q ؇ዝང؇أݿ ۱ٷڎݿ٭۰ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (Un)

"

ln(U0) + ln(U1) + ln(U2) = 3 ln(3)
eU2´U0 = e´8
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:q واո۰ॊूس U0 അ೪وׂ֔מ U1 = 3 أن ༐໭מոن 01

:ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ :U1 = 3 أن ༐໭מոن •
ln(U0 ˆ U1 ˆ U2) = ln(33)

.U1 = 3 و݁ٷ۬ U3
1 = 27 ݁أٷ؇ه U2

1 ˆ U1 = 27 ڣ؆ن: ،(๴ང۱ٷڎ (وݿޔ U0 ˆ U2 = U2
1 أن ؇ஓ୾

:q واո۰ॊूس U0 അ೪ׂ֔מ •
.3q2+8q´3 = 0 ݁أٷ؇ه 3q´ 3

q
= ´8 ෠ຶڎ: U2 = 3q و U0 =

3

q
ًـ َأިض .U2´U0 = ´8 :۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁

෠ຶڎ: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຳܭ
$

&

%

q =
1

3
; (݁گٴިل)

q = ´3; (ਵਦڣިض) .أو
.U0 =

3

1/3
= 9 و݁ٷ۬:

:Un = 9

(

1

3

)n أن اڤ׫ٍؠۂ 02

:ሒሃ اܳأ؇م اࠍ੆ڎ ؜ٴ؇رة ڣ؆ن ،q =
1

3
وا৙৑ݿ؇س U0 = 9 أن ؇ஓ୾

Un = U0 ˆ qn = 9

(

1

3

)n

:ঌॻل პაႰ n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ඔ൹أݠڣٺৎ৊ا (Wn) و (Vn) ඔ൹ٺٺ؇ܳ٭ٺৎ৊ا :؇਍ಱᄴᄟ 03

Wn = Vn +
3

2
Un و Vn = U0 + U1 + ¨ ¨ ¨ + Un

:જੴ֏اڤ׫ اո൑สه ا)
:؇਍ಱᄴᄟ •

"

Vn+1 = U1 + U2 + ¨ ¨ ¨ + Un+1

Vn = U0 + U1 + ¨ ¨ ¨ + Un

.ً؇݁؇ஓ஄ ଩ଐ݁اࢴࣖة (Vn) إذن ،Vn+1 ´ Vn = Un+1 ą 0 (Wn):݁أٷ؇ه જੴ֏ׂ اո൑สه •
Wn+1 ´ Wn = (Vn+1 ´ Vn) +

3

2
(Un+1 ´ Un) = Un+1 +

3

2
Un+1 ´ 3

2
Un

=
5

2
Un+1 ´ 3

2
Un =

5

2
(
1

3
Un) ´ 3

2
Un = (

5

6
´ 9

6
)Un = ´2

3
Un

.ًոڲո଄૵ ١ۢؓոڲ׫ר (Wn) إذن Un ą 0 أن ؇ஓ୾
: lim
nÑ8

(Wn ´ Vn) ۋފ؇ب ب)
lim

nÑ+8

(Wn ´ Vn) = lim
nÑ+8

3

2
Un = 0

أن: ؇ஓ୾
lim

nÑ+8

(Wn ´ Vn) = lim
nÑ+8

3

2
Un = 0

݁ٺ༶؇ورّ؇ن. ڣ۳݄؇ ، ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ (Wn) و ଩ଐ݁اࢴࣖة (Vn) و
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:n ႞႐ेूࠬࡇ Vn ١ּոफः ج)
Vn = 9

1 ´ (1/3)n+1

1 ´ 1/3
=

27

2

[

1 ´
(

1

3

)n+1
]

. lim
nÑ+8

Vn =
27

2
:ሒሃ اዛዊܳ؇ل۰

:n ႞႐ेूࠬࡇ Pn اݾ঻׿اء ؼۻոب 04

Pn = (W0 ´ V0) ˆ (W1 ´ V1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ (Wn ´ Vn)

=

(

3

2

)0

ˆ U0 +

(

3

2

)1

ˆ U1 + ¨ ¨ ¨ +
(

3

2

)n

ˆ Un

=

(

3

2

)n+1

ˆ (U0 ˆ U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Un)

=

(

3

2

)n+1

ˆ 9n+1 ˆ
(

1

3

)

n(n+1)
2

=
27n+1

2n+1 ˆ 3
n(n+1)

2

اڤ׭ոڤ֛: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
(I

ঌ႓ၽܳا اৎ৊݄ܝٷ۰ اܳފۜص ༟ڎد ݿިداء). ாணة n و ਃಸݯ؇وان (ாணّ؇ن ாணة n + 2 আॻ༟ ොຬٺިي ݬٷڎوق ݆݁ وا༡ڎ آن ሒᇭ ඔ൹ّாண اఈዳዧ؜ص ૭૏ۜص
C2

n+2 =
(n + 2)(n + 1)

2
:ި۱

:ި۱ A2 اۋٺ݄؇ل ڣ؆ن ڣگޔ، ඔ൹ّݯ؇وਃಸ ඔ൹ّாண ۱ٷ؇ك أن ؇ஓ୾ ."ඔ൹ّݯ؇وਃಸ ඔ൹ّாண "ො஖ص :A2 اࠍ੆ڎث ܳ٭ܝ݆
P (A2) =

1

C2
n+2

=
2

(n + 2)(n + 1)

:n ؓמڵ١ إո൑ฝد
ڣ؆ن: ،P (A2) =

1

15
أن గఒ༟ٷ؇ إذا

2

(n + 2)(n + 1)
=

1

15

أن ؇ஓ୾ (n ´ 4)(n + 7) = 0 أي n2 + 3n ´ 28 = 0 ݁أٷ؇ه n2 + 3n + 2 = 30 ݁أٷ؇ه (n + 2)(n + 1) = 30 ݁أٷ؇ه
.n = 4 وَ؊༠ڍ: اܳފ؇ܳص اࠍ੆ܭ ߖߵڣݥ ؇਍಻؆ڣ ாணات)، (༟ڎد ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد n

ݿިداء). 4 و ਃಸݯ؇ء 2) ாணات 6 আॻ༟ ا৚৑ن ොຬٺިي اܳݱٷڎوق N = 4 :؇਍ಱᄴᄟ (II
اूेؼ׫ڵոूेت: ؼۻոب 01

P (A0) =
C2

4

C2
6

=
6

15
=

2

5
:(દઊݿިداو ඔ൹ّாண (ො஖ص A0 اࠍ੆ڎث • (ا)

P (A1) =
C1

2 ˆ C1
4

C2
6

=
2 ˆ 4

15
=

8

15
ݿިداء): وாணة ਃಸݯ؇ء ாணة (ො஖ص A1 اࠍ੆ڎث •

: ෥໋ոֵ ൄളا واॊूڲڞ X ᆃᄧاڤ֔۾ܙا જੴ֏׫िऻا (ب)
َگ؇ط). 3 ًـ واܳٴ٭ݯ؇ء َگޚ۰، 2 ًـ (اܳފިداء ᄭᄥ༶ފৎ৊ا اܳٷگ؇ط ༟ڎد ஓ୷ټܭ X
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َگ؇ط. X = 2 + 2 = 4 (ݿިداوان): A0 ොູگݑ إذا •
َگ؇ط. X = 3 + 2 = 5 وݿިداء): (ਃಸݯ؇ء A1 ොູگݑ إذا •

َگ؇ط. X = 3 + 3 = 6 (ਃಸݯ؇وان): A2 ොູگݑ إذا •
و P (X = 5) = P (A1) =

8

15
، P (X = 4) = P (A0) =

6

15
:X ᆃᄧاڤ֔۾ܙا જੴ֏׫िऻا اؼ׫ڵոل ոֿؓܙن അ೪ׂ֔מ

اूेؼ׫ڵոل: ոֿؓܙن ຖ׿ول P (X = 6) = P (A3) =
1

156 5 4 xi

1

15

8

15

6

15
P (X = xi)

:E(X) ෥໋ոֵ ൄളا اॊूڲڞ
E(X) =

ÿ

xipi = 4

(

6

15

)

+ 5

(

8

15

)

+ 6

(

1

15

)

=
24 + 40 + 6

15
=

70

15
=

14

3

.ሒᇃ؇اܳټ اܳފۜص ሒᇭ ਃಸݯ؇ء ாணة i আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ༡ڎث Bi ܳ٭ܝ݆ 02

اڤ෕ໃ܈ܧ: اूेؼ׫ڵոل ا)
اܳٴ٭ݯ؇ء). ݆݁ ً ༠؇ܳ٭؇ لݱٴں اܳـܝ྘ݴ (৙৑ن PA2

(B0) = 1

.P (B0 X A2) = P (A2) ˆ PA2
(B0) =

1

15
ˆ 1 =

1

15
:ֆ܈ոاڤ׫ؠ ا༖۰ר׫ոج

اڤ࿠࿮מ١: اूेؼ׫ڵոूेت ب)
.P (B0 X A1) = P (A1) ˆ PA1

(B0) =
8

15
ˆ C2

4

C2
5

=
8

15
ˆ 6

10
=

8

25
•

.P (B0 X A0) = P (A0) ˆ PA0
(B0) =

6

15
ˆ C2

4

C2
6

=
6

15
ˆ 6

15
=

4

25
•

اၯၽܳ٭۰: ا৖৑ۋٺ݄؇৖৑ت ڢ؇َިن ً؇ݿٺأ݄؇ل :P (B0) ؼۻոب
P (B0) =

5

75
+

24

75
+

12

75
=

41

75

:ֆּൄاളا ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
.f(x) = 2(x ´ 1) ln(x) ´ x2 + 2x ´ 3

: lim
xÑ+8

f(x) = ´8 أن ༐໭מոن ا) 01

lim
xÑ+8

f(x) = lim
xÑ+8

(

2(x ´ 1) ln(x) ´ x2 + 2x ´ 3
)

= lim
xÑ+8

x2

[

2

(

1

x
´ 1

x2

)

ln(x) ´ 1 +
2

x
´ 3

x2

]

= lim
xÑ+8

x2






2







✓
✓
✓✓✼
0

lnx

x
´

✓
✓
✓✓✼
0

lnx

x2






´ 1 +

✄
✄
✄✄✗
0

2

x
´

✁
✁
✁✁✕
0

3

x2






= ´8

: lim
x

ąÝÑ0

f(x) ؼۻոب ب)
lim

x
ąÝÑ0

f(x) = lim
x

ąÝÑ0

(

2(x ´ 1) ln(x) ´ x2 + 2x ´ 3
)

= +8
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৙৑ن:
$

’

&

’

%

lim
x

ąÝÑ0

2(x ´ 1) ln(x) = 2(´1)(´8) = +8

lim
x

ąÝÑ0

(´x2 + 2x ´ 3) = ´3

.x = 0 ݁أ؇دܳٺ۬ ً ᆇᅦިدل؇ ً ݁گ؇رً؇ ً ݁ފٺگ٭݄؇ لگٴܭ (Cf) ปฃۜٷৎ৊ا :෥ີاૃેר׿ જੴاڤ׫ءۻ
:]0,+8[ আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ f ᄭᄟاᄴᄟا :f 1(x) = ´2x + 4 ´ 2

x
+ 2 ln(x) أن ༐໭מոن ج)

f 1(x) = 2 ln(x) + 2(x ´ 1)
1

x
´ 2x + 2 = 2 ln(x) + 2 ´ 2

x
´ 2x + 2

.f 1(x) = ´2x + 4 ´ 2

x
+ 2 ln(x) إذن:

:(Cf 1) اिऻ۾׫ؠ١ ႞႐اႥ႐ا ඌ൴ٍڲר ࣷ࣬ຐ ً ا֍׫ڵոدا 02

:f 1(x) إո۳رة ا)
f 1(x) ą 0 و ]0, α[Y]β,+8[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ f 1(x) ă 0 :β و α ؜ٷڎ اܳڰިاݬܭ ො੼ިر لگޚؕ ปฃۜٷৎ৊ا أن ఈఃَۋޓ ،྾ངීෂا ݆݁

:ሒᇿ؇اܳٺ اࠍ੊ڎول ሒᇭ ༇຀؇اܳٷٺ َܹۛݧ .]α, β[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟
x

f 1(x)

0 1 β +8

´ 0 + 0 ´

اڤ׫֏જੴات: ຖ׿ول ب)
x

f 1(x)

f(x)

0 1 β +8

´ 0 + 0 ´

+8

f(1)f(1)

f(β)f(β)

´8´8

:f2(x) إո۳رة ج)
x

f2(x)

0 α +8

+ 0 ´

.(Cf) ܳـ اَأޚ؇ف َگޚ۰ A(α; f(α)) اܳٷگޚ۰ ڣ؆ن ؇ዛኤاނ؇ر و݁؞ଫଃة x = α ؜ٷڎ ਍ಾأڎم f2 ۰ਃ಻؇اܳټ اৎ৊ލٺگ۰ أن ؇ஓ୾ د)
:f2(x) =

´2(x2 ´ x ´ 1)

x2
أن ༐໭מոن 03

:ሒሃ اৎ৊ލٺگ۰ ؇ዛውܳدا, ]0; +8[ আॻ༟ ఇዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ f 1 ᄭᄟاᄴᄟا
f2(x) = ´2 +

2

x2
+

2

x
=

´2x2 + 2x + 2

x2
=

´2(x2 ´ x ´ 1)

x2

:α ڤـ اिऻ۠ץܙ܈١ اڤؠמڵ١ ا༖۰ר׫ոج
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ّگٴܭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا و݁ٷ۬ x2 ´ x ´ 1 = 0 ݁أٷ؇ه ´2(x2 ´ x ´ 1)

x2
= 0 ݁أٷ؇ه f2(x) = 0 :؇਍ಱᄴᄟو α ؜ٷڎ ਍ಾأڎم ۰ਃ಻؇اܳټ اৎ৊ލٺگ۰

α =
1 +

?
5

2
إذن .x =

1 +
?
5

2
أي: ڣگޔ اৎ৊ިۏص اࠍ੆ܭ وَ؊༠ڍ ఈః༡ن

:؇਍ಱᄴᄟو [0.19; 0.2] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ዻዧᄔც ڣ۳޶ ]0; 1] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ؇݁؇ஓ஄ و݁ٺٷ؇ڢݱ۰ ݁ފٺ݄ݠة ᄭᄟدا f 04

"

f(0.19) « 2.6903 ´ 2.6561 « 0.0342
f(0.2) « 2.5750 ´ 2.64 « ´0.065

0.19 ă ۋ٭ت α وۋ٭ڎ ༡ܭ ّگٴܭ f(x) = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ڣ اৎ৊ٺިݿޚ۰، اܳگࡗࡲ ل۰ َޙݠ ۋފص و݁ٷ۬ f(0.19) ˆ f(0.2) ă 0 ۋ٭ت:
.x0 وۋ٭ڎة َگޚ۰ ሒᇭ اܳڰިاݬܭ ො੼ިر ༡؇݁ܭ لگޚؕ (Cf) ปฃۜٷৎ৊ا ሒᇿ؇وً؇ܳٺ x0 ă 0.2

:༯ີൄളا 05

´1 1 2 3 4 5

´3

´2

´1

1

2

(Cf)

(Cg)

O
i⃗

j⃗

x

y

:g(x) = m ١ॴబոاڤץמ اिऻרոؓ۾١ 06

:y = m ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ذو اৎ৊ފٺگࡗࡲ ؕ݁ (Cg) ّگ؇ޗؕ َگޔ ڣިاݬܭ ሒሃ اࠍ੆ߺࠊل ڣ؆ن ،g(x) = |f(x)| أن ؇ஓ୾
وۋ٭ڎ، ༡ܭ ّگٴܭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا :m = 0 Ⴄ၍ن إذا •

ఈః༡ن، ّگٴܭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا :0 ă m ă g(β) Ⴄ၍ن إذا •
༡ߺࠊل، 4 ᄭᄟأ؇دగጻዧ g(β) ă m ă 2 ఈః༡ن،• ᄭᄟأ؇دగጻዧ m = 2 وۋ٭ڎ.• ༡ܭ ᄭᄟأ؇دగጻዧ m ą 2 •

:ሒሃ 1 ؜ٷڎ ਍ಾأڎم มฆܳا x ÞÝÑ 2(x ´ 1) ln(x) ܳـ ا৙৑ݬܹ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا ෠ຶڎ ً؇ܳٺ۠ݞف۰، اܳٺႤၽ݁ܭ ً؇ݿٺأ݄؇ل ا) 07

َݯؕ: ۋ٭ت H(x) =

ż x

1
2(t ´ 1) ln(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u (x) = ln(x) u1(x) =
1

x

v1(x) = 2x ´ 2 v (x) = x2 ´ 2x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

و݁ٷ۬
ż x

1
2(t ´ 1) ln(t)dt =

[(

t2 ´ 2t
)

ln(t)
]x

1
´

ż x

1
(t ´ 2)dx

= (x2 ´ 2x) ln(x) ´ 1

2
x2 + 2x ´ 3

2
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:١ຒոۻिऻا ؼۻոب ب)
S =

ż e

1
|f(x)|dx ˆ 4cm 2 = ´

ż e

1
f(x)dx ˆ 4cm 2

= ´
ż e

1

(

2(x ´ 1) ln(x) ´ x2 + 2x ´ 3
)

dx ˆ 4cm 2

= ´
[

ż e

1
(2(x ´ 1) ln(x)dx) +

ż e

1

(

´x2 + 2x ´ 3
)

dx

]

ˆ 4cm 2

= ´
[

H(e) ´ H(1) ´
[

´1

2
x3 + x2 ´ 3x

]e

1

]

ˆ 4cm 2

=

(

1

3
e3 ´ 3

2
e2 + 3e ´ 5

6

)

ˆ 4cm 2

S « 4 ˆ 0.947 « 3.79cm 2

෠ູݠ཯ྟ٭۰ ༟ߺࠊم 3 اৎ৊ފٺިى: ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ިݪިع ሒᇆఈః݁گ ༡ܹࡗࡲ ا৙৑ݿٺ؇ذ:
اॊूول: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

f(x) =
1 + x2

2x
, I = [1, 2] (I

f 1(x) =
2x ˆ 2x ´ 2(1 + x2)

4x2
=

2x2 ´ 2

4x2

.4x2 ą 0 ৙৑ن 2x2 ´ 2 إނ؇رة ݆݁ f 1(x) إނ؇رة
.x = ´1 أو x = 1 ݁أٷ؇ه 2x2 ´ 2 = 0

.[1, 2] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ ଩ଐ݁اࢴࣖة f ᄭᄟاᄴᄟا و݁ٷ۬ f 1(x) ě 0 ڣ؆ن ،x P [1, 2] أ༥ܭ ݆݁:؇਍ಱᄴᄟ (II
$

&

%

U0 = 2

Un+1 =
1 + U2

n

2Un

:1 ă Un ď 2 اࠍ੅؇ݬ٭۰ P (n) ૭૙݄޶ (ا) 01

ො੼گگ۰. P (0) ݁ٷ۬ و 1 ă U0 = 2 ď 2 ؇਍ಱᄴᄟ ،n = 0 أ༥ܭ ݆݁ •
.1 ă Un+1 ď 2 أي P (n + 1) ۰ොේ ݆۱ଫଊَو ܋٭ࠕࠫ n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد أ༥ܭ ݆݁ P (n) ۰ොේ َڰݠض •

.1 ă Un ď 2 اܳڰݠض ۋފص ؇਍ಱᄴᄟ •
f(1) ă f(Un) ď f(2) ڣ؆ن: [1, 2] আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ ଩ଐ݁اࢴࣖة f ᄭᄟاᄴᄟا أن ؇ஓ୾و

.1 ă Un+1 ď 2 و݁ٷ۬ 1 ă Un+1 ď 5

4
أي

.n P N ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ො੼گگ۰ P (n) ڣ؆ن، ً؇ଫଐܳاۏؕ ا৕৑ݿٺڎ৖৑ل ݁ٴڎأ ۋފص و݁ٷ۬
(ب)

Un+1 ´ Un =
1 + U2

n

2Un

´ Un =
1 + U2

n ´ 2U2
n

2Un

=
´U2

n + 1

2Un

.Un+1 ´ Un ă 0 ݁أٷ؇ه 2Un ą 0 و ´3 ď 1 ´ U2
n ď 0 ݁أٷ؇ه 1 ď Un ď 2 :؇਍ಱᄴᄟ ݿٴݑ ؇ᆙᆘ

.ً؇݁؇ஓ஄ ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ (Un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ إذن
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݁ٺگ؇ر۰ً. ڣ۳޶ 1 ًـ ا৙৑ݿڰܭ ݆݁ وො੼ڎودة ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ (Un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ (ج)
.f(ℓ) = ℓ ݁أٷ؇ه limUn = ℓ ؇਍ಱᄴᄟو ݁ފٺ݄ݠة (Un) గጻዧٺٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݠڣگ۰ ᄭᄟاᄴᄟا f ۋ٭ت Un+1 = f(Un) ؇਍ಱᄴᄟ

.ℓ2 = 1 ݁أٷ؇ه 1 + ℓ2 = 2ℓ2 ݁أٷ؇ه 1 + ℓ2

2ℓ
= ℓ أي

݁أٷ؇ه
"

ℓ = 1 إ݁؇
ℓ = ´1 أو (ਵਦڣިض)

. lim
nÑ+8

Un = 1 إذن
:Un+1 ´ 1 ď 1

2
(Un ´ 1) أن ོྟ٭؇ن (ا) 02

Un+1 ´ 1 =
U2

n ´ 2Un + 1

2Un

=
(Un ´ 1)(Un ´ 1)

2Un:؇਍ಱᄴᄟو 0 ă Un ´ 1 ď 1 ݁أٷ؇ه 1 ă Un ď 2 ؇਍ಱᄴᄟ
1

4
ď 1

2Un

ă 1

2

݁أٷ؇ه
Un ´ 1

2Un

ă 1

2

إذن
Un+1 ´ 1 ď 1

2
(Un ´ 1)

ً؇৖৑ݿྥٷٺ؇ج: (ب)
U1 ´ 1 ď 1

2
(U0 ´ 1) :n = 0 أ༥ܭ ݆݁

U2 ´ 1 ď 1

2
(U1 ´ 1) :n = 1 أ༥ܭ ݆݁

...
Un ´ 1 ď 1

2
(Un´1 ´ 1) :n = n ´ 1 أ༥ܭ ݆݁

෠ຶڎ: ا଩ଐ༠৖৑ال ቕ቉ ܳޚݠف ً ޗݠڣ؇ ً؇๤ཟܳب
Un ´ 1 ď

(

1

2

)n

(U0 ´ 1)

.Un ´ 1 ď
(

1

2

)n :n P N ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ و݁ٷ۬
݁أٷ؇ه lim

nÑ+8

(Un ´ 1) = 0 ڣ؆ن، ๤ཡ੆ࠍ؇ً ۱ଫଊ݁ٷ۰اዛዊܳ؇ل۰ ۋފص و݁ٷ۬ lim
nÑ+8

(

1

2

)n

= 0 و Un ´ 1 ą 0 ؇਍ಱᄴᄟ
lim

nÑ+8

Un = 1

݁ٺ༶؇ورّ؇ن: (Un) و (Vn) أن ོྟ٭؇ن 03

Vn+1 ´ Vn =
1

Un+1
´ 1

Un

=
´(Un+1 ´ Un)

Un+1 ˆ Un

.Vn+1 ´ Vn ą 0 و݁ٷ۬ Un+1 ˆ Un ą 0 و Un+1 ´ Un ă 0 ؇਍ಱᄴᄟ
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.ً؇݁؇ஓ஄ ଩ଐ݁اࢴࣖة (Vn) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ إذن
.lim(Un ´ Vn) = 1 ´ 1 = 0 و ،ً؇݁؇ஓ஄ ଩ଐ݁اࢴࣖة (Vn) و ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ (Un) أن ؇ஓ୾ورّ؇ن.و؇༶݁ٺ (Vn) و (Un) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ڣ؆ن،

Sn = U0 + U1 + ¨ ¨ ¨ + Un ،n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ 04

.Un ´ 1 ď
(

1

2

)n ݿٴݑ: ؇ᆙᆘ ؇਍ಱᄴᄟ (ا)
݁أٷ؇ه:

U0 ´ 1 ď
(

1

2

)0

U1 ´ 1 ď
(

1

2

)1

... ď ...
Un ´ 1 ď

(

1

2

)n

:n ሌᇿإ 0 ݆݁ ܳޚݠف ً ޗݠڣ؇ اৎ৊ٺٴ؇਍ಱ؇ت ؕᆇ໶ໜ
Sn ´ (n + 1) ď

(

1

2

)0

+

(

1

2

)1

+ ¨ ¨ ¨ +
(

1

2

)n

݁أٷ؇ه
Sn ´ (n + 1) ď

1 ´
(

1

2

)n+1

1 ´ 1

2

= 2(1 ´ 1

2n+1
) = 2 ´ 1

2n

إذن:
Sn ď n + 1 + 2 ´ 1

2n
= n + 3 ´ 1

2n

.Sn ą n + 1 ڣ؆ن Un ą 1 أن ؇ஓ୾إذن:و
n + 1 ă Sn ď n + 3 ´ 1

2n

:ᆃᄴոاڤ׭ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
P (z) = z3 ´ 2z2 + 16 (I

:P (´2) = 0 أن ݆݁ اܳٺۜگݑ 01

P (´2) = (´2)3 ´ 2(´2)2 + 16 = ´8 ´ 8 + 16 = 0

.P (z) ܳـ ༥ڍر ´2 ڣ؆ن P (´2) = 0 أن ؇ஓ୾
اৎ৊أ؇ఈః݁ت): ݁ޚ؇ًگ۰ (أو ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ රජ؆࿓اء
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x3 ´ 2x2 + 16 x + 2

x2 ´ 4x + 8´ x3 ´ 2x2

´ 4x2

4x2 + 8x
8x + 16

´ 8x ´ 16
0

z3 ´ 2z2 + 16 = (z + 2)(z2 ´ 4z + 8)

:P (z) = 0 ႞႐دո֔िऻا ຒڞ 02

z = ´2 ݁أٷ؇ه z + 2 = 0 إ݁؇
z2 ´ 4z + 8 = 0 أو

∆ = (´4)2 ´ 4(1)(8) = 16 ´ 32 = ´16 = (4i)2

z2 =
4 + 4i

2
= 2 + 2i , z1 =

4 ´ 4i

2
= 2 ´ 2i :؇ᆇᆅ اࠍ੊ڍران

.S = t´2, 2 ´ 2i, 2 + 2iu اࠍ੆ߺࠊل: ۰༟ިᆇ୞୘
(II

:L(zA) ۋފ؇ب (ا) 01

L(zA) =
zA ´ zC

zA ´ zB
=

2 + 2i ´ (´2)

2 + 2i ´ (2 ´ 2i)
=

4 + 2i

4i
= i

arg(L(zA)) = arg(i) =
π

2
+ 2kπ و |L(zA)| = |i| = 1

.L(zA) = ei
π
2 إذن:

zw = L(6 + 2i) =
6 + 2i ´ 2 + 2i

6 + 2i ´ 2 ´ 2i
=

4 + 4i

4
= 1 + i

|zw| =
?
12 + 12 =

?
2

.zw =
?
2ei

π
4 إذن: arg(zw) =

π

4
+ 2kπ

:ABC اिऻ׭ڪ֛ ܈ץמ١֔ (ب)
.AC = AB أي AC

AB
= 1 ݁أٷ؇ه |L(zA)| = 1 أن ؇ஓ୾

.(ÝÝÑ
AB,

ÝÝÑ
AC) =

π

2
+ 2kπ ݁أٷ؇ه arg(L(zA)) =

π

2
أن ؇ஓ୾و

.ඔ൹اܳފ؇ڢ و݁ྥފ؇وي A ሒᇭ ቕሶ؇ڢ ABC اৎ৊ټܹت إذن
:M اڤרؠ܅ ١ຐܙჸ૏ૉ അ೪ׂ֔מ 02:؇਍ಱᄴᄟ

arg(iz ´ 2 ´ 2i) + arg(z̄ ´ 2 + 2i) = 0 + 2kπ

݁أٷ؇ه
arg(i(z ´ 2 + 2i

i
)) + arg(z ´ (2 ´ 2i)) = 0 + 2kπ

واৎ৊ݠاڣݑ) اܳأ݄ڎة ۊިاص (ً؇ݿٺ༱ڎام arg(i) + arg(z ´ zC) ´ arg(z ´ zB) = 0 + 2kπ ݁أٷ؇ه
π

2
+ arg

(

z ´ zC

z ´ zB

)

= 0 + 2kπ

݁أٷ؇ه
arg

(

z ´ zC

z ´ zB

)

= ´π

2
+ 2kπ
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.(ÝÝÝÑ
MB,

ÝÝÝÑ
MC

)

= ´π

2
+ 2kπ و݁ٷ۬

.(C و B ඔ൹اܳٷگޚٺ ༟ڎا ؇݁ ) BC ڢޚݠ۱؇ دا߉ߵة َݱژ ሒሃ M اܳٷگޔ ۰༟ިᆇ୞୘
zn = (zω)

2n´2 و vn = |zn| ݁أڎوم: ଫଃ༚ n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ 03

݁أڎوم: ଫଃ༚ n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ (ا)
vn = |zn| = |zw|2n´2 = (

?
2)2n´2

v1 = |z0| = |zw|0 = 1 و਍ಱᄴᄟ؇:݁أٷ؇ه
vn+1 = (

?
2)2(n+1)´2 = (

?
2)2n´2+2 = (

?
2)2n´2 ˆ (

?
2)2 = 2vn

.q = 2 ؇ዝང؇أݿ ۱ٷڎݿ٭۰ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (vn) إذن
S = |z1| + |z2| + ¨ ¨ ¨ + |z2026| ۋ٭ت: S ا௯௫௵݄ިع ۋފ؇ب (ب)

ا৙৑ول و༡ڎ۱؇ q = 2 ؇ዝང؇أݿ ۱ٷڎݿ٭۰ ৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ᆇ୞୘ިع ؜݆ ؜ٴ؇رة S و݁ٷ۬ S = v1 + v2 + ¨ ¨ ¨ + v2026 لሌᇭႤၽء S ؇਍ಱᄴᄟ:۬و݁ٷ v1 = 1

S = v1 ˆ q2026 ´ 1

q ´ 1
= 1 ˆ 22026 ´ 1

2 ´ 1
= 22026 ´ 1

اڤ׭ոڤ֛: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
U1

"

4R : 3, 3, 2, 0
3V : 3, 3, 0

, U2

"

3R : 3, 3, 2
2V : 0, 3

اूेؼ׫ڵոूेت: ؼۻոب 01

.P (S2) =
3

4
ۋ٭ت S2 ًـ U2 ݆݁ اܳފۜص و࠯࠵࠺ڎث ،P (S1) = 1

4 ۋ٭ت S1 ًـ U1 ݆݁ اܳފۜص ࠍ੆ڎث ਲ਼ਦߖߵ
اڤݫݻن" ֿءۥ ڲڷ "اڤـոঁఢાણن :A اݾষ׿ث •

P (A) = P (S1) ˆ PS1
(A) + P (S2) ˆ PS2

(A)

إر༥؇ع): ࢻࣖون ) U1 ሒᇭ
PS1

(A) =
A2

4 + A2
3

A2
7

=
12 + 6

42
=

18

42
=

3

7

ا৕৑ر༥؇ع): ؕ݁) U2 ሒᇭ
PS2

(A) =
32 + 22

52
=

9 + 4

25
=

13

25 و݁ٷ۬
P (A) =

1

4
ˆ A2

4 + A2
3

A2
7

+
3

4
ˆ 32 + 22

52
=

87

175

.(3 ،2 ،0) ሒሃ اৎ৊ٺިڣݠة ا৙৑رڢ؇م اളൄؓگ" ֿءۥ ୹୴ჸ๣๓ن ոঁఢن ાણاڤـ" :B اݾষ׿ث •
:U1 ሒᇭ

PS1
(B) =

A2
4 + A2

2

A2
7

=
12 + 2

42
=

14

42
=

1

3

:U2 ሒᇭ
PS2

(B) =
32 + 12 + 12

52
=

9 + 1 + 1

25
=

11

25

P (B) =
1

4
ˆ A2

4 + A2
2

A2
7

+
3

4
ˆ 32 + 12 + 12

52
=

31

75
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اॊूؓڞ" ࣷ࣬ຐ দগة اჸღॊूۑ اڤݫݻن "܇٤ܙر :C اݾষ׿ث •
ۊ๤ཟاء). ؇ᆇᆅఈ႙၍ (أي ᆇᅵݠاء" ل۰ ாண أي ޖ۳ިر "༟ڎم :C ๴ཏاܳأܝ اࠍ੆ڎث ૭૙ٺأ݄ܭ

:U1 ሒᇭ
PS1

(C) =
A2

3

A2
7

=
6

42
=

1

7

:U2 ሒᇭ
PS2

(C) =
22

52
=

4

25

P (C) = 1 ´ P (C) = 1 ´
(

1

4
ˆ A2

3

A2
7

+
3

4
ˆ 22

52

)

=
591

700

:അ೪ঁలدոষاݾ ا۰׫ؠ୹୴ڤמ١ اෂීڢܾ):02 وَڰݴ اܳߺࠊن (َڰݴ P (A X B) ොຶފص
P (A X B) =

1

4
ˆ A2

2 + A2
2

A2
7

+
3

4
ˆ 22 + 12 + 12 + 12

52
= . . .

.ඔ൹݁ފٺگܹٺ ଫଃ༚ B و A اࠍ੆؇دਐು؇ن إذن P (A) ˆ P (B) ‰ P (A X B) أن ؇ஓ୾
.A ًـ ඔ൹ٺܹڰෛ੼ ඔ൹َިܳ ࠍ੆ڎث ਲ਼ਦߖߵ "U1 ݆݁ ݁ފਐಸިۜ؇ن اܳـਐಱ୍ଲ؇ن " اࠍ੆ڎث: R ܳـ ਲ਼ਦߖߵ اڤ෕ໃ܈ܧ: اूेؼ׫ڵոل 03

PA(R) =
P (R X A)

P (A)

=

1

4
ˆ (1 ´ 3

7
)

1 ´ 87

175

=

1

4
ˆ 4

7
88

175

=
1/7

88/175
=

1

7
ˆ 175

88
=

25

88

:X ᆃᄧاڤ֔۾ܙا જੴ֏׫िऻا 04.t0, 2, 3u ሒሃ X ڢࡗࡲ
•

P (X = 3) =
C1

7 ˆ C2
5 + C2

7 ˆ C1
5

C3
12

=
21

22

•
P (X = 2) =

C1
12 ˆ C2

3 + C2
12 ˆ C1

3

C3
12

=
9

220

•
P (X = 0) =

C3
3

C3
12

=
1

220

اूेؼ׫ڵոل: ոֿؓܙن ຖ׿ول
3 2 0 xi

210

220

9

220

1

220
P (X = xi)

:ሒᇆ؇ل؇ݪ٭ ීෂا ا৙৑݁ܭ
E(X) =

ÿ

Pixi = 0 ˆ 1

220
+ 2 ˆ 9

220
+ 3 ˆ 210

220
=

648

220


Prof

Halim
Math



:ֆּൄاളا ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
.h(x) = ex ´ x ًـ: R আॻ༟ ݁أݠڣ۰ h ᄭᄟاᄴᄟا (I

.h1(x) = ex ´ 1 :ሒሃ اৎ৊ލٺگ۰ h ᄭᄟاᄴᄟا ଫଃّ؞ ا෠ູ؇ه دراݿ۰ 01.x = 0 ݁أٷ؇ه ex = 1 ݁أٷ؇ه h1(x) = 0 :h1(x) إނ؇رة ܳٷڎرس
x

h1(x)

´8 0 +8

´ 0 +

.]´8; 0] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ؇݁؇ஓ஄ و݁ٺٷ؇ڢݱ۰ [0; +8[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ؇݁؇ஓ஄ ଩ଐ݁اࢴࣖة h ᄭᄟاᄴᄟا و݁ٷ۬
.h(x) ě 1 :x P R ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ڣ؆ن: ،x = 0 ؜ٷڎ 1 ሒሃ h ᄭᄟاᄴፁዧ اܳݱ؞ݠى اࠍ੆ڎل۰ اܳگ٭۰݄ أن ؇ஓ୾

.ex ą x ݁أٷ؇ه ex ´ x ą 0 أي h(x) ą 0 و༟ܹ٭۬:
:´0.41 ă α ă ´0.40 أن ݆݁ اܳٺۜگݑ (ا) 02

´0.41 ă α ă ´0.40 و݁ٷ۬: g(´0.41) ˆ g(´0.4) ă 0 ۋ٭ت:
"

g(´0.40) « 0.05
g(´0.41) « ´0.01

:؇਍ಱᄴᄟ
:g(x) إނ؇رة ༥ڎول (ب)

x

g(x) إނ؇رة
´8 α +8

´ 0 +

.f(x) =
xex ´ 1

ex ´ x
(II

´8 ؜ٷڎ y = 0 ݁أ؇دܳٺ۬ اڣࠔࠫ ݁گ؇رب ݁ފٺگࡗࡲ لگٴܭ (Cf) و݁ٷ۬ lim
xÑ´8

f(x) = 0 و lim
xÑ+8

f(x) = +8 اڤոֵոቌሻت: 01

أن ؇ஓ୾ .f(x) ´ x =
x2 ´ 1

ex ´ x
:؇਍ಱᄴᄟ 02

lim
xÑ+8

x2 ´ 1

ex ´ x
= lim

xÑ+8

x2

(

1 ´
✓
✓✓✼

0
1
x2

)

ex



1 ´
✁
✁
✁✕
0

x

ex





= 0

.+8 ؜ٷڎ (Cf) ܳـ ݁؇فܭ ݁گ؇رب ݁ފٺگࡗࡲ (∆) : y = x ڣ؆ن
.g إނ؇رة ݆݁ f 1 إނ؇رة .f 1(x) =

g(x)

(ex ´ x)2
(ا) 03

x

f 1(x)

f(x)

´8 α +8

´ 0 +

00

f(α)f(α)

+8+8
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:ม฀اܳྡྷފ اܳިݪؕ (ب)
ex ´ x ą 0 ৙৑ن: x2 ´ 1 إނ؇رة ݆݁ اܳڰݠق اނ؇رة و݁ٷ۬ f(x) ´ y =

x2 ´ 1

ex ´ x

x

f(x)´y

اܳྡྷފม฀اܳިݪؕ

´8 ´1 1 +8

+ 0 ´ 0 +

(Cf ڣިق(
(∆)

(Cf )
(∆) اܳٷگޚ۰لگޚؕ ሒᇭ
A(´1; 1)

(Cf ොູب(
(∆)

(Cf )
(∆) اܳٷگޚ۰لگޚؕ ሒᇭ
B(1; 1)

(Cf ڣިق(
(∆)

(ا)
،x ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟၍ أل ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ :f وׂ֏જੴات اिऻ۾׫ؠ١ (ب)

f 1(x) =
(ex + xex) (ex ´ x) ´ (ex ´ 1) (xex ´ 1)

(ex ´ x)2

=
g(x)

(ex ´ x)2

(ex ´ x)2 ą 0 ৙৑ن; g(x) اނ؇رة ݆݁ اৎ৊ލٺگ۰ اނ؇رة و݁ٷ۬
x

f 1(x)

´8 α +8

´ 0 +

]´8;α] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ؇݁؇ஓ஄ و݁ٺٷ؇ڢݱ۰ [α; +8[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ؇݁؇ஓ஄ ଩ଐ݁اࢴࣖة f ᄭᄟاᄴᄟا و݁ٷ۬
اڤ׫֏જੴات: ຖ׿ول

x

f 1(x)

f(x)

´8 α +8

´ 0 +

00

f(α)f(α)

+8+8

.[0.56, 0.57] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ ور྘ོٴ۰ ݁ފٺ݄ݠة f ᄭᄟاᄴᄟا 04

اৎ৊ٺިݿޚ۰، اܳگࡗࡲ ل۰ َޙݠ ۋފص ڣ؆َ۬ f(0.56) ˆ f(0.57) ă 0 أن ؇ஓ୾ .f(0.57) « 0.012 و f(0.56) « ´0.017 :؇਍ಱᄴᄟو
.]0.56, 0.57[ ا௯௫௵؇ل ሒᇭ β ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ f(x) = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

ا૰૙৕৑؇ء: 05
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´7 ´6 ´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6 7

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

6

(Cf)

(∆)

O
i⃗

j⃗

݆݁ x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ex ´ x ą 0 أن ؇ஓ୾ .f(x) ´ Q(x) =
xex ´ 1 ´ (xex ´ ex)

ex ´ x
=

ex ´ 1

ex ´ x
اܳڰݠق: ොຶފص (ا) 06

.ex ´ 1 إނ؇رة ݆݁ اܳڰݠق إނ؇رة ڣ؆ن ،R
x

f(x)´y

اܳྡྷފม฀اܳިݪؕ

´8 0 +8

´ 0 +

(Cf ොູب(
(CQ)

(Cf )
(CQ) اܳٷگޚ۰لگޚؕ ሒᇭ
A(0; ´1)

(Cf ڣިق(
(CQ)

:x = 1 و x = ´1 ඔ൹݄ފٺگ٭ৎ৊وا ඔ൹ٷۜٷ٭ৎ৊ا ඔ൹ً ො੼ݱިرة ۰༡؇ފৎ৊ا A ଩ଃ᛻੆اࠍ ۰༡؇݁ފ ۋފ؇ب (ب)
A =

ż 1

´1
|f(x) ´ Q(x)|dx

=

ż 0

´1
(Q(x) ´ f(x)) dx ´

ż 1

0
(f(x) ´ Q(x)) dx

=

ż 0

´1

1 ´ ex

ex ´ x
dx +

ż 1

0

ex ´ 1

ex ´ x
dx

A = [´ ln(ex ´ x)]0
´1 + [ln(ex ´ x)]10

A =
(

´ ln(1) + ln(e´1 + 1)
)

+ (ln(e ´ 1) ´ ln(1))

A = ln
(

1 + e

e

)

+ ln(e ´ 1) = ln
(

e2 ´ 1

e

)

A = ln
(

e ´ e´1
)

u.a
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