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 الموضوع الأول 

   :(ن4)ولالتمرين الأ
 . 3و كرة تحمل الرقم 2و ثلاث كرات تحمل الرقم  1يحتوي كيس على ثلاث كرات تحمل الرقم 

 (متماثلة لا نفرق بينها باللمس اتالكر)
  (I في آن واحد كرتين من هذا الكيس .نسحب عشوائيا و 

 : ث التاليةحداحتمال  الأإحسب أ (1

  Aكرتين  تحملان نفس الرقم  صوول  على : " الح"   . 
 Bتحملان  عددين جداؤهما زوجي صوول  على كرتين:" الح  "   . 

cosالذي يرفق بكل نتيجة سحب العددر العشوائي يّالمتغXنعتبر (2


 
 
 

يمثلان الرقمين الظاهرين على و ، بحيث : 

 الكرتين المسحوبتين .

 . الهحتمإف قانون ثم عرّ، Xن قيم المتغيّر العشوائيعيّ -أ 
 . Xأحسب الأمل الرياضياتي للمتغيّر العشوائي -بـ 

(II n2عدد طبيعي حيثn  نسحب من الكيس .n. كرة  على التوالي مع الإرجاع 
 . 1إحتمال الحصوول على كرة واحدة على الأقل تحمل الرقمnPأحسب -أ         

0.92025nP، بحيث :nعيّن أصغر عدد طبيعي -بـ             .  
  :(ن4.5)نيالتمرين الثا

 الجزءان الأول و الثاني مستقلان .
 (Iنعتبر

 
)العدديةالمتتالية  )na0بـ : المعرفة على 17a و من أجل كل عدد طبيعيn،21 1 ( 1)n na a     . 

n،بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي (1 7 10na   . 

)n،1بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 ; ) 1n nPGCD a a    . 

،nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي (3
222 1

n

na


   . 

استنتج رقم آحاد العدد (4
2022 2023 2024 20252 2 2 22 2 2 2N    . 

(II x. عدد طبيعي 

n،2(1بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي (1 ) (1 )nx nx x      . 

46يقسم n ،2025استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 1980 2024n n . 

 :(ن4.5)ثالثالتمرين ال

(I 1) 2المعادلة  : لأعداد المركبةحل في مجموعة ا( ) ... (2cos ) 1 0E z z  . حيث.عدد حقيقي غير معدوم 

من أجل (2  
6

 نرمز إلى حلي المعادلة ،( )E  1بـ
z 2و

z . : بيّن أن 
2025 2025

1 2 0z z  . 

(II المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O u v. 

AوB : نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب
3 1

2 2
Az i وB Az z. 

Aأكتب العدد المركب  -أ  (1

B

z

z
 على الشكل الجبري ، ثم على الشكل الأسي.

 .OABإستنتج طبيعة المثلث -بـ 

0202
 شعبة : رياضيات 

 



 

 

 
0 

 .OABالمثلثمركز ثقل Gلاحقة النقطةGzجـ ـ جد

2) Sالتشابه المباشر الذي مركزهOو زاويته4، نسبته
4


 . 

 .Sجد الكتابة المركبة للتشابه -أ 

) هي :Cبيّن أن لاحقة النقطة. SبالتشابهAصورة النقطةCنسمي -بـ  6 2) ( 6 2)Cz i   . 

: ستنتج القيمة المضبوطة لكل منعلى الشكل الأسي ، ثم اCzأكتب -جـ 
5

cos
12


و 

5
sin

12


 . 

3) ( )مجموعة النقطMمن المستوي ذات اللاحقةz : 3بحيث . 3( ) 0z z z z  . 
)تحقق أن )A  لمجموعةعيّن طبيعة ا، ثم( ). مع ذكر عناصرها المميزة 

  :(ن7)رابعالتمرين ال
)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس   ; , )O i j. 

 
(I  ( )و( )1ان للدالتينالبياني ن تمثيلاالxx e  22وx x x. 
 

)بقراءة بيانية حدد وضعية (1 )بالنسبة إلى( )على. 

2) g 2بـ : المعرفة علىالدالة 1( ) 2 xg x x x e   . 

)إشارة xستنتج حسب قيم ثم اg(1)أحسب  )g x. 

0.28: تحقق أن (3 0.29 . 

 

(II fكما يلي :الدالة المعرفة على 
2 1( ) xf x x x e   . 

   ( )fC.تمثيلها البياني  

limأحسب (1 ( )
x

f x

limو  ( )

x
f x


. 

)بيّن أن المستقيم (2 )ذو المعادلةy xمقارب مائل للمنحنى( )fCعند  أدرس وضعية. ثم( )fCبالنسبة لـ( ) . 

)x ،1أ ـ بيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (3 ) ( )  xf x e g x . 

 غيّراتها .و شكل جدول تfبـ ـ استنتج إتجاه تغيّر الدالة 

بيّن أن : (4
2

( ) 1
2

f  


  


)، ثم أعط حصورا لـ )f. 

)المعادلة :أ ـ حل في (5 ) 1 f x . ثم فسر بيانيا النتيجة المحصول عليها . 

)المماس  بـ ـ أكتب معادلة )Tنىللمنح( )fC2في النقطة ذات الفاصلة. 

)أحسب (6 1)f  ثم أنشئ كلا من ،( )،( )T و( )fC .) : نأخذ( ( ) 0.3f   

 عدد حلول المعادلة :mو حسب قيم الوسيط الحقيقيناقش بيانيا  (7
2 1m xx e  . 

(III نضع من أجل كل عدد طبيعيn،
1

1

0

n x

nI x e dx . 

n،1أنه من أجل كل عدد طبيعي بيّن (1 ( 1) 1n nI n I    .   

 بيانيا .2I. فسر 2Iو1Iاستنتج كلا من (2

،nأنه من أجل كل عدد طبيعيأثبت  (3
1

1 1
n

e
I

n n
 

 
limثم استنتج .  n

n
I


 . 
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  ثانيالالموضوع 

  :(ن4)ولالتمرين الأ

يمارس أحد الأشخاص الرياضة عادة . إذا مارس هذا الشخص الرياضة ، فإن إحتمال أن يمارسها في اليوم التالي
1

2
 . 

و إذا لم يمارس الرياضة فإن احتمال ألا يمارسها في اليوم التالي
1

4
. 

 ول ، نفتر  أن احتمال ماارسة هذا الشخص للرياضة يساوي أربعة أضعاف إحتمال عدم ماارستها .في اليوم الأ
)و نضع : nإحتمال أن يمارس الشخص الرياضة في اليومnSنعرّف الحدث ) n nP S P. 

أحسب (1
1P. 

2بالاستعانة بشجرة الإحتمالات تحقق أن : (2

11

20
P . 

nأثبت أنه من أجل كل (3 ،1

1
(3 )

4
  n nP P. 

)المتتاليةنعرف على (4 )nv: بـ
3

5
 n nv P. 

)أ ـ أثبت أن )nvهندسية ، يُطلب تعيين أساسها وحدّها الأول . متتالية 

)بـ ـ جد نهاية المتتالية )nvثم استنتج نهاية المتتالية ،( )nP.  

  :(ن5)نيالتمرين الثا
 . 9على5nسمةبواقي قnأدرس حسب قيم العدد الطبيعي (1

n،21نضع ، من أجل كل عدد طبيعي (2 5 5 .... 5n

nS     . 

n ،14أ ـ بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي 5 1n

nS
 . 

 .9على2025Sبـ ـ عيّن باقي قسمة

 التي من أجلها يكون :nجـ ـ حدد قيم العدد الطبيعي 0 9nS . 

) المعادلة :2نعتبر في (3 ) .... 5 9n

n nE x S y . 

n،5nأ ـ بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي

 أوليان فيما بينهما .nSو 

) المعادلة2بـ ـ حل في )nE. 

)حدد الثنائيات (4 ; )x y: من الأعداد الطبيعية حيث
25 31 9

( ; ) 3

x y

PGCD x y

 
 
. 

 . 9على5nيحتوي كيس على ست كرات مرقمة ببواقي قسمة (5
 نسحب عشوائيا و في آن واحد كرتين من الكيس .

 .2025أ ـ أحسب إحتمال الحصوول على كرتين مجموع رقميهما يساوي مجموع أرقام العدد
 المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل سحب لكرتين عدد الأرقام الأولية المتبقية في الكيس .Xنبـ ـ ليك
 ، ثم أحسب أمله الرياضياتي . Xعرف قانون الإحتمال للمتغيّر العشوائي       

  :(ن4)ثالثالتمرين ال
(I المعادلةركبةحل في مجموعة الأعداد الم : 

2( 2 2 )( 2 2 8) 0z i z z    . 

(II المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O u v . 

 A،B وC2كب لواحقها على الترتيب : نقط من المستوي المرال 6Az i     ، B Az z     2و 2Cz i  .   

Aأكتب الأعداد المركبة -أ  (1
z  ،B

zوC
z . على الشكل الأسي 

 تنتمي  إلى دائرة يطلب تعيين مركزها و نصوف قطرها .Cو A،Bأن النقطاستنتج  -بـ 

1بحيث يكون : nعيّن قيم العدد الطبيعي (2
8

n

A Cz z   
 
. 
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و زاويتهOالذي مركزه Rنعتبر الدوران (3
4


 . 

عيّن -أ
D

z لاحقة النقطةD صورة النقطةC بالدورانR . 

Bأكتب العدد المركب -بـ  D

A D

z z

z z




 على الشكل الجبري ، ثم على الشكل الأسي.

 .ADBإستنتج طبيعة المثلث -جـ 
  .ADBمركز ثقل المثلثGلاحقة النقطةGzعيّن -د 

 . Cو تختلف عنAتختلف عنMحيثzنقطة كيفية من المستوي لاحقتهاMلتكن (4

)عيّن )Eمجموعة النقطMالتي يكون من أجلهاA

C

z z

z z




 .عددا حقيقيا سالبا تماما

  :(ن7)رابعالتمرين ال
n 2طبيعي أكبر أو يساويعدد . 

nfالمعرّفة على لدالة العدديةا 0; (0): بـ 0nf 0 أجل كل و منx ،( ) ln  n

nf x x x x. 

      ( )nC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j.  

lim بيّن أن : (1 ( )


 n
x

f x. 

 .من اليمين 0قابلة للإشتقاق عندnfالدالة أثبت أن -أ  (2

من أجل كل  بـ ـ بيّن أنه 0; x،1 1( ) 1 ln    n n

nf x x nx x . 

متزايدة على المجالnfجـ ـ بيّن أن الدالة 0;1  المجالو متناقصوة على 1;. ثم شكل جدول تغيّراتها ، 

أ ـ حل في المجال (3 0; : المعادلة( ) 1nf x . ثم فسر النتيجة بيانيا . 

)بـ ـ أكتب معادلة لـ )nTمااس المنحنى( )nCمستقيم المنصوف الأول .الموازي لل 

لدينا : من أجل كل2nأ ـ بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي (4 0; x ،1( ) ( ) n nf x f x. 

)بـ ـ استنتج الوضع النسبي للمنحنيين )nC1و( )nC . 

يوجد عدد حقيقي وحيد  2nجل كل عدد طبيعيبيّن أنه من أ (5 1;2 n: حيث
 

( ) 0 n nf. 

)2أنشئ بدقة كلا من (6 )C3و( )Cعلى المجال 0;2.(: 2نأخذ 1.77 3و 1.53 ) 

1أ ـ بيّن أن الدالة (7 1

2

1 1
ln

1 ( 1)

n nx x x x
n n

 
 

lnnxهي دالة أصلية للدالة x xعلى المجال 0;. 

عدد حقيقي حيث :بـ ـ 
 
0 1  ضع، ن  : 

1

2 3( ) ( ) ( )S f x f x dx


  . 

)أحسب      )S بدلالةثم أحسب ،
0

lim ( )S






 فسر النتيجة هندسيا . و 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 The only way to learn mathematics is to do mathematics  
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  الأول لموضوعل مقترح حل

 :ضوع الأولحل مقترح للمو
 . 3و كرة تحمل الرقم 2و ثلاث كرات تحمل الرقم  1يحتوي كيس على ثلاث كرات تحمل الرقم 

  (I. نسحب عشوائيا و في آن واحد كرتين من هذا الكيس 

2عدد الإمكانيات :      

7 21C  . 
 : حساب إحتمالات  الأحداث (1

2 2

3 3 6
( )

21 21

C C
P A


      ،

1 1 2

3 4 3 18
( )

21 21

C C C
P B

 
    

cosالمتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل نتيجة سحب العدد Xنعتبر  (2


 
 
 

يمثلان الرقمين الظاهرين على و ، بحيث : 

 الكرتين المسحوبتين .

هي :Xقيم المتغيّر العشوائي -أ 
1 2 3

1;0; ; ;
2 2 2

   
 

  . 

 

2

3 1
( 1)

21 21

C
P X        ،

1 1

3 3 9
( 0)

21 21

C C
P X


     ،

1 1

3 11 3

2 21 21

C C
P X

    
 

2

32 3

2 21 21

C
P X
 

    
 
  ،

1 1

1 33 3

2 21 21

C C
P X
  

    
  

. 

 قانون الإحتمال :     
3

2
 

2

2
 

1

2
 0 1 iX 

3

21
 

3

21
 

3

21
 

9

21
 

3

21
 ( )iP X X 

 . Xحساب الأمل الرياضياتي للمتغيّر العشوائي -بـ 

     
3 9 1 3 2 3 3 3 3 3 2 3 3

( ) 1 0
21 21 2 21 2 21 2 21 42

E X
  

            

(II n2عدد طبيعي حيثn  نسحب من الكيس .n. كرة  على التوالي مع الإرجاع 
 . 1إحتمال الحصوول على كرة واحدة على الأقل تحمل الرقمnPحساب -أ         

            
4 4

1 1 1
7 7

nn

n n n
P P

        
 

 

، بحيث : nتعيين أصغر عدد طبيعي -بـ         
 

0.92025nP  . 

               0.92025nP  يكافئ
4

1 0.92025
7

n

   
 

يكافئ
4

0.07975
7

n

    
 
يكافئ 

4
0.07975

7

n

   
 
  

يكافئ                
4

ln ln(0.07975)
7

n
   
 

يكافئ
ln(0.07975)

4
ln

7

n 
 
 
 

4.52nأي :   . 

0.92025nPبحيثnو منه أصغر عدد طبيعي                 : 5هو. 
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 :لثانيحل مقترح للموضوع ا
 الجزءان الأول و الثاني مستقلان .

 (Iنعتبر
 

)المتتالية العددية )na0بـ : المعرفة على 17a و من أجل كل عدد طبيعيn،21 1 ( 1)n na a     . 

n،ل عدد طبيعيأنه من أجل ك تبيان (1 7 10na   . 

n ،من أجل كللنبرهن بالتراجع أنه  7 10na . 

)نسمي )P n الخاصية” ( ) : 7 10nP n a  " 

 (0)نتحقق من صحةP. 

0nمن أجل لدينا ،
0 17a  و منه 0 7 10a  (0)و بالتاليP  . صحيحة 

 نفر  صحة( )P nمن أجل عدد طبيعيn : أي
 

 7 10na و  نبرهن صحة ،( 1)P nأي 1 7 10na    . 

لدينا حسب الفر  7 10na 
 
منه  و 1 6 10na   منه   و 2 2( 1) 6 10na   منه   و 2( 1) 6 10na     

منه و 2( 1) 1 7 10na   أي 1 7 10na   .و بالتالي( 1)P n. صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn  ، 7 10na . 

)n،1أنه من أجل كل عدد طبيعي تبيان (2 ; ) 1n nPGCD a a    . 

n ،2لدينا : من أجل كل 2

1 1 ( 1) 2 2n n n na a a a      . 

)1نضع :  ; )n nd PGCD a a . 

لدينا : 
1

n

n

d a

d a 





و منه 
1

2( 2 )

n

n n

d a

d a a





2أي

1 ( 2 )n n nd a a a    2أيd  و منه1;2d. 

n ،جل كللكن : من أ 7 10na  1و بالتاليd . 

)n ،1إذن : من أجل كل ; ) 1n nPGCD a a  . 

،nت أنه من أجل كل عدد طبيعياثبإ (3
222 1

n

na


   . 

، nمن أجل كلبرهن بالتراجع أنه لن
222 1

n

na


 . 

)نسمي )P n الخاصية”
22( ) : 2 1

n

nP n a


  " 

 (0)نتحقق من صحةP. 

0nمن أجل لدينا ،
0 2 22 2 4

02 1 2 1 2 1 16 1 17 a


         (0)و بالتاليP  . صحيحة 

 نفر  صحة( )P nمن أجل عدد طبيعيn : أي
 

222 1
n

na


 و  نبرهن صحة ،( 1)P nأي
32

1 2 1
n

na


   . 

لدينا حسب الفر 
222 1

n

na


 
 
منه  و

221 2
n

na


  منه   و
2 2 1 2 32

2 2 2 2 2 2( 1) 2 2 2 2
n n n n

na
            

منه   و
32 2( 1) 1 2 1

n

na


   أي
32

1 2 1
n

na


   .و بالتالي( 1)P n. صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn  ،
222 1

n

na


 . 

استنتاج رقم آحاد العدد (4
2022 2023 2024 20252 2 2 22 2 2 2N    . 

n ،لدينا : من أجل كل 7 10na   و منه 1 6 10na   : و لدينا 
2020 2021 2022 20231 1 1 1N a a a a          

و منه  24 10N أي 4 10N و بالتالي رقم آحاد العددN 4هو. 

(II x. عدد طبيعي 

n،2(1أنه من أجل كل عدد طبيعي تبيان (1 ) (1 )nx nx x       . 

n ،2(1كل من أجل: لنبرهن بالتراجع أنه طريقة  ) (1 )nx nx x     . 

)نسمي )P n 2”الخاصية( ) : (1 ) (1 )nP n x nx x      " 

 (0)نتحقق من صحةP. 
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0nمن أجل 0، لدينا 2(1 ) 1 1x x      (0)و بالتاليP  . صحيحة 

 نفر  صحة( )P nمن أجل عدد طبيعيn : أي
 

2(1 ) (1 )nx nx x     و  نبرهن صحة ،( 1)P n 

1أي 2(1 ) (1 ( 1) )nx n x x        . 

1)2لدينا حسب الفر  ) (1 )nx nx x      
1)2منه  و )(1 ) (1 )(1 )nx x x nx x         

1منه   و 2 2 2(1 ) (1 ( 1) ) (1 ( 1) )nx n x nx x n x x               و بالتالي( 1)P n. صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn  ،2(1 ) (1 )nx nx x     . 

 : يمكن استخدام دستور ثنائي الحد .طريقة 

0لدينا : 0 1 1 1 2 2

0 2 2

(1 ) (1) (1) (1) (1) 1 (1)
n n n

n k k n k n n k k n k k k n k

n n n n n

k k k

x C x C x C x C x nx x C x    

  

         . 

n ،2(1من أجل كلو منه  ) (1 )nx nx x     . 

46يقسم n،2025ج أنه من أجل كل عدد طبيعيااستنت (2 1980 2024n n . 

45xلدينا : حسب الجواب السابق و بوضع من أجل كل : ، نجدn ،2(1 45) (1 45 ) 45n n       

أي 46 (1 45 ) 2025n n و منه 46 1980 2024 (2025 2025 ) 2025n n n     

و بالتالي :  46 1980 2024 0 2025n n   . 

46يقسم n،2025من أجل كل إذن : 1980 2024n n . 

 :حل مقترح للموضوع الثالث
 (I 1) 2المعادلة  : حل في مجموعة الأعداد المركبة( ) ... (2cos ) 1 0E z z  . حيث.عدد حقيقي غير معدوم 
2 لدينا :  2 24cos 4 4sin (2 sin )i        و منه للمعادلة حلين مركبين هما : 

1

2cos 2 sin
cos sin

2

ii
z i e 

   
             و

2

2cos 2 sin
cos sin

2

ii
z i e     
    . 

من أجل (2  
6

 نرمز إلى حلي المعادلة ،( )E  1بـ
z 2و

z . أن : تبيان 
2025 2025

1 2 0z z  . 

لدينا :   
2025 2025

2025 2025 6 6
1 2

2025 3
2cos 2cos 169 2 2cos 0

6 6 2

i i

z z e e

    
                    

     
. 

(II المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O u v. 

AوB : نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب
3 1

2 2
Az i 

 

Bو Az z. 

Aة العدد المركبباكت -أ  (1

B

z

z
 على الشكل الجبري ، ثم على الشكل الأسي.

لدينا :      
2

3

3 1
3 1 1 32 2 cos sin

2 2 2 2 3 33 1

2 2

i
A

B

i
z

i i i e
z

i

   
         

 
. 

 .OABج طبيعة المثلثاإستنت -بـ 

3لدينا :       
i

A

B

z
e

z



و منه

1

arg 2
3

A

B

A

B

z

z

z
k

z

 







      

أي
( ; ) 2

3

OB OA

OB OA k
 





 

 متقايس الأضلاع .OABو بالتالي المثلث 

 .OABمركز ثقل المثلثGلاحقة النقطةGzجـ ـ إيجاد

لدينا :        
3

3 3

O A B
G

z z z
z

 
 . 



 

 

 
8 

2) Sالتشابه المباشر الذي مركزهOو زاويته4، نسبته
4


 . 

 .Sالكتابة المركبة للتشابه -أ 

 لدينا :    
44

i

z e z


 . 

) هي :Cأن لاحقة النقطة . تبيانSبالتشابهAصورة النقطةCنسمي -بـ  6 2) ( 6 2)Cz i   . 

لدينا :     
 

4
3 1

4 (2 2 2 2) 6 2 6 2 ( 6 2) ( 6 2)
2 2

i

C Az e z i i i i i
  

             
 

. 

 : على الشكل الأسيCzةباكت -جـ 

لدينا :       
5

64 4 124 4 4
ii i i

C Az e z e e e

  

  . 

ستنتاج القيمة المضبوطة لكل من :ا       
5

cos
12


و 

5
sin

12


 . 

12لدينا :       
5 5

4 4cos 4 sin
12 12

i

Cz e i
  

   بقة مع الشكل الجبري نجد :و منه بالمطا

5 6 2
cos

12 4

6 2
sin

12 4





 



 

 . 

3) ( )مجموعة النقطMمن المستوي ذات اللاحقةz : 3بحيث . 3( ) 0z z z z  . 
)التحقق أن )A : 

3لدينا :  . 3( ) 3 3 3 0A A A Az z z z     
 

)و منه  )A . 

)طبيعة المجموعة تعيين ). مع ذكر عناصرها المميزة 

zطريقة : من أجل x iy   

3 . 3( ) 0z z z z   2تكافئ 23( ) 2 3 0x y x   تكافئ 
2 22 3

0
3

x x y   

 كافئت

2 2

23 3

3 3
x y
   

        
   

)ومنه )هي الدائرة التي مركزها
3

;0
3

G
 
  
 

و نصوف قطرها
3

3
و هي الدائرة المحيطة 

 .OABبالمثلث

 :حل مقترح للموضوع الرابع
)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; , )O i j. 

(I  ( )و( )1ان للدالتينالبياني ن تمثيلاالxx e  22وx x x. 

)د وضعيةيدتحبقراءة بيانية  (1 )بالنسبة إلى( )على. 
 
 
 
 

 

2) g 2بـ : المعرفة علىالدالة 1( ) 2 xg x x x e   . 

 :g(1)حساب 

(1)لدينا :  0g . 

)إشارةxج حسب قيم استنتا )g x. 

 
 

 

                     1                                  x 
                  0           0          ( )g x 

 

                       1                                                            x 
                                                                                                 

( )فوق( )                                  ( )تحت( )                                  ( )فوق( )  
                            ( )يقطع( )                             ( )يقطع( )  

           ذات الفاصلة  في النقطة         1في النقطة ذات الفاصلة              

 
 الوضع 
 النسبي
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0.28: تحقق أنال (3 0.29 . 

لدينا : 
(0.28) 0.005

(0.29) 0.004

g

g


  
(0.28)أي (0.29) 0g g   0.28و منه 0.29 . 

(II fكما يلي :الدالة المعرفة على 
2 1( ) xf x x x e   . 

limحساب (1 ( )
x

f x

limو  ( )

x
f x


. 

لدينا :
 

2 1 2lim ( ) lim lim ( ) limx x

x x x x
f x x x e x x e e 

   
             2و 1lim ( ) lim x

x x
f x x x e 

 
     . 

)تبيان أن المستقيم (2 )ذو المعادلةy xمقارب مائل للمنحنى( )fCعند . 

لدينا :   2lim ( ) lim 0x

x x
f x y x e e

 
      و منه المستقيم( )ذو المعادلةy xمقارب مائل للمنحنى( )fCعند . 

)وضعية ةسادر )fCلـ بالنسبة( ): 

x ،2لدينا : من أجل كل 1( ) xf x y x e    و منه( ) 0f x y و بالتالي المنحنى( )fCيقع أسفل المستقيم( ). 

)x ،1أ ـ تبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي (3 ) ( )  xf x e g x. 

1و قابلة للإشتقاق علىfالدالة     2 1 1 1 2 1( ) 1 2 ( 2 ) ( )x x x x xf x xe x e e e x x e g x           . 

 :fبـ ـ استنتاج إتجاه تغيّر الدالة 

)إشارة    )f xمن إشارة( )g xو بالتالي الدالةfمتناقصوة على المجال ;1و متزايدة على كل من المجالين 1; و ;. 

 :fالدالة جدول تغيّرات   
    

 
 

 

 
 

تبيان أن : (4
2

( ) 1
2

f  


  


)لـ اء حصورعطإ، ثم  )f. 

)لدينا : ) 0g   1و منه 22e     1أي

2

1

2
e 

 
 


 و بالتالي :  

2 1 2

2

1 2
( ) 1

2 2 2
f e        

   
              

  

)حصور  )f: 

0.28لدينا  0.29  و منه
1.28 1 1.29

1.72 2 1.71

1 1 1

1.71 2 1.72







   

    

  
  

أي 
2 2 2

1.28 1 1.29
1.71 2 1.72




     


  

0.11 أي: ( ) 0.12f  . 

)المعادلة :أ ـ حل في (5 ) 1 f x  . 

)لدينا        ) 1f x 1تكافئ 2 11 2 1x xxe x e   
 

1تكافئ ( 2) 0xxe x  تكافئ   أو
0

2 0

x

x


  

تكافئ  أو
0

2

x

x


 
. 

 المحصول عليها بيانيا :  تفسير النتيجة     

)حلول المعادلة    ) 1 f xبيانيا هي فواصل النقط من المنحنى ،( )fCو بما أنه 1و التي يكون فيها المماس معامل توجيهه 

)للمعادلة      ) 1 f xحلين فإن للمنحنى( )fC1لى الترتيب معامل توجيههماع2و0مااسين في النقطتين اللتين فاصلتهما. 

)بـ ـ كتابة معادلة المماس )Tللمنحنى( )fC2في النقطة ذات الفاصلة. 

)لدينا :      ) : (2)( 2) (2)T y f x f   1و منه( ) : 4T y x e  . 
 

                       1                                            x 
                  0                 0               ( )f x 

                                 ( )f                   

 

 

 0                                                                                    

 
( )f x 
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)حساب (6 1)f. 

)2لدينا :  1) 1 8.38f e     . 

 الرسم :

 

 المناقشة البيانية : (7

1لدينا :  2m xe x  2تكافئ 1m xe x e  2تكافئ 1 x mx x e x e   تكافئ( ) mf x x e   . 

)حلول المعادلة ) mf x x e هي فواصل نقط تقاطع المنحنى( )fCمع المستقيم ذي المعادلةmy x e  . 

 14من أجلme e  1أي ln 4m    . المعادلة تقبل حل واحد 

 14من أجلme e  1أي ln 4m    . المعادلة تقبل حلين 
 14من أجل 0me e   1أي ln 4m    . المعادلة تقبل ثلاث حلول 

(III نضع من أجل كل عدد طبيعيn،
1

1

0

n x

nI x e dx . 

n،1أنه من أجل كل عدد طبيعيتبيان  (1 ( 1) 1n nI n I    .   

 ، nلدينا : من أجل كل

1 1 11
1 1 1 1 1 1

1
00 0 0

( 1) 1 ( 1) ( 1) 1n x n x n x n x

n nI x e dx x e n x e dx n x e dx n I     
                  

 . 2Iو1Iاستنتاج كلا من (2

لدينا : 
1 1

1 1

0
00

1 1x xI e dx e e e          
 

1و 0 1 2I I e   2و 12 1 2 5I I e   . 

 بيانيا :2Iتفسير 

لدينا :  
1 1

2 1

2
0 0

( )xI x e dx x f x dx   2و منهIبالمنحنى للحيز المستوي المحدد(بوحدة المساحة) هو المساحة( )fC و

yالمستقيمات التي معادلاتها :  x،0x 
 
1xو  . 

2 3 4 5-1

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1
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،nأنه من أجل كل عدد طبيعيإثبات  (3
1

1 1
n

e
I

n n
 

 
 .  

لدينا : من أجل كل 0;1x ،1 xe e  1و منه 1xe e   11و منه xe e  

n،1nو منه من أجل كل  n x nx x e x e  و منه
1 1 1

1

0 0 0

n n x nx dx x e dx x edx     

و منه
1 1

1 1

0 0

1 1

1 1

n n

nx I x e
n n

            
أي 

1

1 1
n

e
I

n n
 

 
. 

limاستنتاج n
n

I

 . 

لدينا :
 

1
lim 0

1n n



limو 0

1n

e

n



limو منه حسب مبرهنة الحصور في النهايات   0n

n
I


. 
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  ثانيال لموضوعل مقترح حل
 :حل مقترح للموضوع الأول

حساب (1
1P. 

لدينا :
 1

4

5
P . 

 تمالات :شجرة الإح (2

 

2استنتاج أن : 

11

20
P . 

2لدينا :  2

4 1 1 3 4 3 11
( )

5 2 5 4 10 20 20
P P S       . 

nإثبات أنه من أجل كل (3 ،1

1
(3 )

4
  n nP P. 

nلدينا : من أجل كل ، 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 3 1 1
( ) ( ) ( ) (1 ( )) (3 ( )) (3 )

2 4 2 4 4 4

n n
n n n n n n n S n n nS

n n n n n n

P P S P S S P S S P S P S P S P S

P S P S P S P S P S P

             

        
 

)المتتاليةنعرف على (4 )nv: بـ
3

5
 n nv P. 

)أ ـ إثبات أن )nvهندسية ، مع تعيين أساسها وحدها الأول : متتالية 

nلدينا : من أجل كل      ، 

1 1

3 1 3 3 3 1 3 1 1 3 1
(3 )

5 4 5 4 5 4 20 4 4 5 4
n n n n n n nv P P P P P v 

                
  

)و منه      )nvهندسية أساسها متتالية
1

4
q  

 
1وحدها الأول 1

3 1

5 5
v P  . 

)بـ ـ إيجاد نهاية المتتالية )nv: 

nلدينا : من أجل كل        ،
1

1

1

1 1

5 4

n

n

nv v q


       

 
و بالتالي

1
1 1

lim lim 0
5 4

n

n
n n

v



 

       
   

 . 

)استنتاج نهاية المتتالية     )nP. 

S1

4

5

S2

1

2

S2

1

2

S1

1

5
S2

3

4

S2

1

4
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nلدينا : من أجل كل       ،
3

5
n nv P  ومنه

3

5
n nP v و بالتالي

3 3
lim lim

5 5
n n

n n
P v

 

    
 

 . 

 :ثانيحل مقترح للموضوع ال
 . 9على5nبواقي قسمةnلعدد الطبيعيدراسة حسب قيم ا (1

 لدينا: 05 1 9 ،  15 5 9   ، 25 7 9  ،   35 8 9   ،
 

 45 4 9 ،   55 2 9   ، 65 1 9  : و منه 
 6 5k  6 4k  6 3k  6 2k  6 1k  6k n  
 9 2 4 8 7 5 1 5n  

n،21نضع ، من أجل كل عدد طبيعي (2 5 5 .... 5n

nS     . 

n ،14أنه من أجل كل عدد طبيعي تبيانأ ـ  5 1n

nS
 . 

، nلدينا : من أجل كل     
1 1

2 5 1 5 1
1 5 5 .... 5

5 1 4

n n
n

nS
  

      


14و منه 5 1n

nS
 . 

 .9على2025Sباقي قسمة ينتعيبـ ـ 

2026لدينا :       

20254 5 1S   و 2026 6(337) 45 5 4 9  ومنه 20265 1 3 9 أي 20254 3 9S   ومنه 20254 12 9S  

و منه     2025 3 9S  ( أوليان فيما بينهما4و9لأن)  2025باقي قسمةو بالتاليS3هو9على . 

 لها يكون :التي من أجnقيم العدد الطبيعي تحديدجـ ـ  0 9nS . 

لدينا :        0 9nS معناه 4 0 9nS أي 15 1 0 9n   أي 15 1 9n  1أي 6n k  6أي 1n k  معk  . 

) المعادلة :2نعتبر في (3 ) .... 5 9n

n nE x S y . 

n،5nأنه من أجل كل عدد طبيعي تبيانأ ـ 

 أوليان فيما بينهما .nSو 

n،14لدينا : من أجل كل      5 1n

nS
   5و منه 5 4 1n

nS  ، 5و منه حسب مبرهنة بيزوn

 أوليان فيما بينهما .nSو 

) المعادلة2بـ ـ حل في )nE. 

)حل خاص للمعادلة(36;45)لجواب السابق ، الثنائيةلدينا : باستغلال ا       )nE 5و منه 5 (45) (36)n n

n nx S y S   

5 :أي        ( 45) ( 36)n

nx S y    5أن و هذا يعني ( 36)n

nS y  5لديناوnأولي معnS5حسب مبرهنة غوص منهو ( 36)n y . 

36أي :       5ny k  5إذن 36ny k  معk بتعويض قيمة، وy45نجد: في المعادلةnx S k  

)المعادلةو منه حلول        )nEهي : ( ; ) ( 45;5 36)n

nx y S k k    معk. 

)تحديد الثنائيات (4 ; )x y: من الأعداد الطبيعية حيث
25 31 9

( ; ) 3

x y

PGCD x y

 
 
. 

حلول المعادلةلدينا : 
2( ) .... 25 31 9E x y هي : ( ; ) (31 45;25 36)x y k k    معk. 

)لدينا :  و ; ) 3PGCD x y  معناه
 
 

3 9

3 9

x

y

 



أي

 
 

31 45 3 9

25 36 3 9

k

k

  


 
أي 

 
 

31 3 9

25 3 9

k

k

 



أي 

 
 

4 3 9

7 3 9

k

k

 



أي 

 
 

8 6 9

7 3 9

k

k

 



  

و منه 3 9k 9أي 3k p  : و بالتالي( ; ) (279 138;225 111)x y p p   معp . 

 . 9على5nيحتوي كيس على ست كرات مرقمة ببواقي قسمة (5
 نسحب عشوائيا و في آن واحد كرتين من الكيس .

2ت : عدد الإمكانيا

6 15C . 
 .2025ب إحتمال الحصوول على كرتين مجموع رقميهما يساوي مجموع أرقام العدداحسأ ـ 
 .(8;1)أو(7;2)أو(5;4)معناه الحصوول على :9معناه الحصوول على كرتين مجموع رقميهما هو     

لدينا :       
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 3 1

15 15 5

C C C C C C    
 . 

 المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل سحب لكرتين عدد الأرقام الأولية المتبقية في الكيس .Xبـ ـ ليكن
 . 1;2;3هي :Xالقيم الممكنة لـ              

لدينا :                
2

3 3 1
( 1)

15 15 5

C
P X    

 
و

1 1

3 3 9 3
( 2)

15 15 5

C C
P X


    و

2

3 3 1
( 3)

15 15 5

C
P X     . 
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 قانون الإحتمال :       
3 2 1 iX 
1

5
 3

5
 1

5
 ( )iP X X 

 . Xحساب الأمل الرياضياتي للمتغيّر العشوائي   

     
1 3 1 10

( ) 1 2 3 2
5 5 5 5

E X         

 :ثالثحل مقترح للموضوع ال
 (Iالمعادلة  حل في مجموعة الأعداد المركبة ،  22 2 2 2 8 0    z i z z . 

لدينا :           22 2 2 2 8 0z i z z     تكافئ   أو
   


  

z i

z z2

2 2 0

2 2 8 0

تكافئ     أو  
z i

z z

 


  
2

2 2

2 2 8 0

   

2لنحل المعادلة :        2 2 8 0  z z. 

 لدينا :       i   
2

24 2  و منه للمعادلة حلين مركبين هما : 6


  

i
z i
1

2 2 2 6
2 6

2
و              


  

i
z i
2

2 2 2 6
2 6

2
 . 

إذن مجموعة حلول المعادلة       22 2 2 2 8 0    z i z z  : هي ; ;S i i i   2 2 2 6 2 6. 

(II ستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانسالم ; ,O u v . 

A ،B وC 2نقط من المستوي المركب لواحقها على الترتيب :   ال 6 Az i         ،B A
z z          2و 2

C
z i  

Aكتابة الأعداد المركبة -أ  (1
z  ،B

zوC
z : على الشكل الأسي 

3
1 3

2 6 2 2 2 2 cos sin 2 2
2 2 3 3

                 

i

Az i i i e 

4 2

3 3 32 2 2 2 2 2

     
     
i i i

B Az z e e e 

4
1 1

2 2 2 2 2 2 cos sin 2 2
4 42 2

                            

i

Cz i i i e 

2 لدينا :  -بـ  2
A B C

z z z   و منه  النقطA،B وC تنتمي  إلى الدائرة التي مركزهاO  2و نصوف قطرها 2. 

1 بحيث يكون : nيتعيين قيم العدد الطبيع (2
8

n

A C
z z   

 
 . 

12لدينا : 

8

n n
i

A C
z z

e
   

 
1و منه

8

n

A C
z z   

 
argيكافئ  2 /

8
    

 

n

A Cz z
k k  : أي

n
k

  2
12
  

n/و منه  k k 24 . . و منه 

3) R الدوران الذي مركزهO و زاويته
4


 . 

تعيين -أ 
D

z لاحقة النقطةD صورة النقطةC بالدورانR: 

4لدينا :     4 42 2 2 2
i i i

D C
z e z e e

  


   . 

Bكتابة  العدد المركب  -بـ  D

A D

z z

z z




 على الشكل الجبري ، ثم على الشكل الأسي. 

      
  

2
3 2 6 2 62 6 2 2 3 2 6

3 3
82 6 2 2 2 6

        
    

    

i
B D

A D

i iz z i i
i e

z z i i
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 . ADBإستنتاج طبيعة المثلث -جـ 

 لدينا :       
23

i
B D

A D

z z
e

z z





يكافئ 

3

arg 2 /
2

B D

A D

B D

A D

z z

z z

z z
k k

z z

 

 
 


       

يكافئ  
 

3

;
2

DB DA

DA DB


 





 . 

 .  Dقائم في ADBو بالتالي المثلث     
تعيين  -د

G
z لاحقة النقطةGمركز ثقل المثلثADB : 

 لدينا :    
2 2

3 3

A B D

G

z z z
z

 
  . 

 .  Cو تختلف عن Aتختلف عن Mحيثzنقطة كيفية من المستوي لاحقتها Mلتكن (4

تعيين E مجموعة النقطM  التي يكون من أجلها



A

C

z z

z z
 عددا حقيقيا سالبا تماما :





A

C

z z

z z
argمعناه  2 /A

C

z z
k k

z z
 

 
    

 أي : , 2 /MC MA k k    

حةو منه مجموعة النقط هي قطعة المستقيم المفتو AC .  

 :رابعحل مقترح للموضوع ال
n 2طبيعي أكبر أو يساويعدد . 

nfالمعرّفة على لدالة العدديةا 0; (0): بـ 0nf 0 و من أجل كلx ،( ) ln  n

nf x x x x. 

lim تبيان أن : (1 ( )


 n
x

f x. 

1limلدينا :  ( ) lim ln lim (1 ln )n n

n
x x x

f x x x x x x x

  
           . 

 .من اليمين 0قابلة للإشتقاق عندnfالدالة أ ـ إثبات أن (2

1لدينا :      

0 0 0

( ) (0) ( )
lim lim lim 1 ln 1

0

nn n n

x x x

f x f f x
x x

x x  



  

      
 من اليمين 0قابلة للإشتقاق عندnfالدالة و منه ا

)و    ) (0) 1n df   . 

من أجل كل  بـ ـ تبيان أنه 0; x،1 1( ) 1 ln    n n

nf x x nx x . 

قابلة للإشتقاق على المجالnfالدالة      0; x 1و 1 11
( ) 1 ln ( ) 1 lnn n n n

nf x nx x x x nx x
x

          . 

متزايدة على المجالnfجـ ـ تبيان أن الدالة 0;1 و متناقصوة على المجال 1;: 

لدينا : من أجل كل       0;1xيكون ،
0 1

ln 0

x

x

 
 
و منه  

1

1

0 1

ln 0

n

n

x

x x





  



و منه  

1

1

1 0

ln 0

n

n

x

nx x





  

 

)أي ) 0nf x   و بالتالي 

متزايدة على المجالnfالدالة        0;1 . 

ن أجل كلو لدينا : م       1;x يكون ،
1

ln 0

x

x


 
و منه  

1

1

1

ln 0

n

n

x

x x





 



و منه  

1

1

1 0

ln 0

n

n

x

nx x





  

 

)أي ) 0nf x   

متناقصوة على المجالnfو بالتالي الدالة     1;. 

 :nfجدول تغيّرات الدالة    
    

 
 
 
 

 

                        1                          0 x 
               0                  ( )nf x 

 1    
 

 

                                                   0 

 
( )nf x 
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أ ـ حل في المجال (3 0; : المعادلة( ) 1nf x  . 

 لدينا :     
( ) 1nf x 1تكافئ 11 ln 1n nx nx x    1تكافئ 1 ln 0n nx nx x   1)1تكافئ ln ) 0nx n x    

1تكافئ       ln 0n x  تكافئ
1

ln x
n

  تكافئ
1

nx e


. 

 تفسير النتيجة بيانيا :      

)المنحنى       )nCيقبل في النقطة ذات الفاصلة
1

nx e


يا للمستقيم المنصوف الأول .مااسا مواز 

)بـ ـ كتابة معادلة لـ )nTمااس المنحنى( )nC: الموازي للمستقيم المنصوف الأول 

لدينا :        
1 1

( ) : ( )n n
nT y x e f e

 
  و منه

1
( ) :nT y x

ne
  . 

لدينا : من أجل كل2nأ ـ تبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي (4 0; x ،
1( ) ( ) n nf x f x. 

، و من أجل كل2nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي     0; x ، 
1

1( ) ( ) ln ( ln ) (1 ) lnn n n

n nf x f x x x x x x x x x x
        

1)إشارة الفرق من إشارة       ) lnx x. 
 

 

 
 
 

لدينا : من أجل كل2nإذن : من أجل كل عدد طبيعي   0; x ،1( ) ( ) n nf x f x. 

)بـ ـ استنتاج الوضع النسبي للمنحنيين )nC1و( )nC. 

، و من أجل كل2nكل عدد طبيعي لدينا : من أجل   0; x ،1( ) ( ) n nf x f x. 

)1و منه المنحنى       )nCيقع يقع أسفل المنحنى( )nCو .( )nC1و( )nC(1;1)تقاطعان في النقطةيA . 

يوجد عدد حقيقي وحيد  2nتبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي (5 1;2 n: حيث
 

( ) 0 n nf. 

، و من أجل كل2nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا : 1;x الدالة ،nfمتناقصوة تماما و   1;2 1;   

و
(1) 1

(2) 2 2 ln 2 0

n

n

n

f

f




  
(1)أي  (2) 0n nf f  و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة يوجد عدد حقيقي وحيد 1;2 n 

حيث :
 

( ) 0 n nf. 
 الرسم : (6

 

2

-1

-2

-3

0 1

1

                                1                                     0              x 

          
                             0                         1 x 

          
                 

             0                    ln x 
          

                 
             0                    1( ) ( )n nf x f x  
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1أ ـ تبيان أن الدالة (7 1

2

1 1
ln

1 ( 1)

n nx x x x
n n

 
 

lnnxهي دالة أصلية للدالة x xعلى المجال 0;. 

1الدالة     1

2

1 1
ln

1 ( 1)

n nx x x x
n n

 
 

قابلة للإشتقاق على المجال  0; و 

1 1

2

1 1 1 1
ln ln ln

1 ( 1) 1 1

n n n n n nx x x x x x x x x
n n n n

 
 

         
 

1و منه الدالة         1

2

1 1
ln

1 ( 1)

n nx x x x
n n

 
 

lnnxهي دالة أصلية للدالة x xعلى المجال 0;. 

عدد حقيقي حيث :بـ ـ 
 
0 1  ضع، ن  : 

1

2 3( ) ( ) ( )S f x f x dx


  . 

)حساب )S بدلالة: 

 
11 1

3 2 4 4 3 3

2 3

4 4 3 3

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ln ln ln ln

4 16 3 9

1 1 1 1 1 1
ln ln

9 16 4 16 3 9

S f x f x dx x x x x dx x x x x x x
 



     

             

     

 
 

باحس 
0

lim ( )S






 :  

4لدينا :   4 3 3

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 7
lim ( ) lim ln ln

9 16 4 16 3 9 9 16 144
S

 
      

 
 

           
. 

 ير النتيجة هندسيا :فست 

العدد 
7

144
)2المستوي المحدد بالمنحنيينللحيّز  (بوحدة المساحة)يمثل بالضبط المساحة   )C3و( )C. 
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